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„jS!o »oU ich denn mit saurem Sckweise 
Euch Uhren f wo» ich telhet nidU weite. 

Dieses Wort Faust's ist wohl Niemandem so sehr aus 
der Seele gesprochen wie dem, der über die wahre Natur der 
Mektricität vortragen will. Möge man daher dies bischen 
Poesie als Einleitung zu trockenen Formeln nicht mit allzu 
schelen Augen ansehen. 

Gauss soll einmal einem Freunde auf die Frage nach 
den Fortschritten einer dringenden Arbeit geantwortet haben: 
„Alle Formeln und Besultate sind fertig, nur den Weg 
muss ich noch finden, auf dem ich dazu gelangen werde.'^ 
Ich glaube nicht, dass Gauss dies gesagt hat, er war 
nicht so aufrichtig; gedacht hat er es gewiss oft. Anders 
Maxwell; er schildert uns genau, zu welchem Zwecke er 
die sechseckigen Aetherzellen, die in den Zellwänden be- 
weglichen Friktionsrollen und alle anderen Embleme seiner 
ersten Theorie, die er einmal selbst somewhat awkward nennt, 
erfand; er erzählt, welche ihm die meiste Mühe machten 
und wie er damit zu den Formeln gelangte, deren Gewalt 
Hertz in seinem Heidelberger Vortrage so gut charakte- 
risirt. Später gab er wohl eine einfachere Begründung 
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seiner Formeln; allein ein Weg, welcher in allseitig be- 
friedigender Weise dazu führt, ist noch heute nicht ge- 
funden. 

Kein Wunder daher, dass sich zur Fortführung des 
Baues nun die Kärrner einfinden. Ein solcher Kärrner, 
dem die Aufgabe ward, den Weg zum Gebäude zu ebnen, 
die Fagade zu putzen, vielleicht auch dem Fundamente 
noch den einen oder anderen Stein einzufügen, will ich sein, 
und ich bin stolz darauf; denn gäbe es keine Kärrner, 
wie möchten wohl die Könige bauen? 

Drei Dinge musste ich da vor allem , wollte ich meinen 
Zweck erreichen, anstreben: Klarheit, Anschaulichkeit und 
Kürze. Die erstere wurde dadurch wesentlich erleichtert, 
dass ich von der von Helmholtz ausgebildeten Theorie 
der cyklischen Bewegungen den ausgedehntesten Gebrauch 
machte. Im Interesse der Kürze Hess ich die Betrachtung 
inhomogener und anisotroper Körper fast ganz bei Seite. 
Ich lasse mir gerne den Vorwurf gefallen, dass dadurch 
die Allgemeinheit und Formvollendung verlor, wenn es mir 
dafür gelang, ein beschränktes Gebiet recht deutlich zu 
machen ; denn wer in einem solchen vollkommen klar sieht, 
der hat dann sicher ausreichendes Rüstzeug zur Leetüre 
der Originalabhandlungen, die ja durch dieses Buch nicht 
erspart, nur erleichtert werden soll und von denen man die 
wichtigsten am Schlüsse zusammengestellt findet. Uebrigens 
hoffe ich, das hier Versäumte in späteren Fortsetzungen 
dieser Vorlesungen nachholen zu können, wo auch die 
älteste Max well 'sehe Theorie, die elektromagnetische 
Theorie der Dispersion, Polarisation, Doppelbrechung und 
Drehung der Polarisationsebene des Lichtes, sowie der 
Hertz 'sehen Schwingungen behandelt werden soll. 

Ich habe es auch nicht verschmäht, durch viele Figuren, 
Zusammenstellungen, Marginalien etc. der Anschauung und 
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Uebersicht nachzuhelfen und bin dem Herrn Verleger für 
die Geduld und das Geschick dankbar, womit er meinen 
darauf bezüglichen Wünschen entgegenkam. 

Eins noch scheint mir nicht unwerth der Erwähnung. 
Ich habe mich überall genau an die, übrigens auch sehr 
bequeme Bezeichnung Maxwell' s gehalten. Man glaubt 
kaum, wie sehr das gleichzeitige Studium zahlreicher Ab- 
handlungen durch den rein äusserlichen Vortheil einer 
wenigstens im Allgemeinen eingebürgerten einheitlichen 
Bezeichnung gefördert wird; wenn die Begriffe noch ein 
wenig schwanken, wie hier, ist dieser Vortheil sogar noch 
grösser, da die einheitliche oder ähnUche Bezeichnung 
immer Veranlassung zur Abgrenzung der Begriffe und 
Vergleichung der Definitionen verschiedener Autoren wird. 
Dies beweisen am besten die Schwierigkeiten, die man 
beim Entwurf einer yergleichenden Tabelle der verschie- 
denen Bezeichnungen, eines „Schlüssels'', wie ich mir 
selben zu meinem Privatgebrauche anfertigte und ihn am 
Schlüsse des Buches ebenfalls beifüge, findet, und die 
dieses ohnedies sehr unzureichende Surrogat der einheit- 
lichen Bezeichnung noch werthloser machen. Ich bitte 
daher alle künftigen Schriftsteller auf diesem Gebiete 
meinem Beispiele folgend, wenigstens im Grossen und Ganzen 
zu den Bezeichnungen Maxwell's zurückzukehren und wäre, 
wenn durch vorliegendes Buch nichts als dies erreicht würde, 
schon mit dem Erfolge meiner Arbeit zufrieden. 

Dass es mir trotz meiner Bemühungen nicht gelungen 
ist, überall ganz den Sinn Maxwell's zu treffen und alle 
Dunkelheiten aufzuhellen, weiss ich selbst am besten (vide 
Motto!). Ich wünsche nichts, als dass der Theorie zum Gewinn 
recht bald recht Vieles verbessert werde, ja dass bald die 
Zeit komme, wo ein neuer Schritt in unserer Kenntniss 
des Wesens der Elektricität gethan wird und Niemand 
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mehr dieses unsere völlige ünbekanntschaft mit der Natur 
der Elektricitätsbewegung postulirende Büchlein liest. Mögen 
dann immerhin Andere die Früchte unseres Strebens ernsten, 
aber von den Theorien und Experimenten, zu deren Aus- 
einandersetzung ich jetzt schreiten will, mögen sie dann ^ 
sagen: „es ging ein Frühling auf in jenen Tagen !'< 

München, im März 1891. 



Ludwig Boltzmann. 
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Erste Vorlesung. 

Einleitung; Lagrange's Bewegungsgleichungen. 



1. Die tägliche Erfahrung lehrt, dass wir den Bewegungs- Fernwirkung 
zustand eines Körpers nicht beeinflussen können, wenn wir Medumt 
denselben nicht entweder direkt berühren, oder uns wenig- 
stens durch eine, die Einwirkung übertragende Brücke (ein 
Zwischenmedium) in Gestalt eines Fadens, einer Stange 

oder selbst nur des Hauches unseres Mundes mit ihm in 
Verbindung setzen. Als man daher zuerst Magnetpole und 
später elektrisirte Körper aus gewissen Entfernungen auf 
einander wirken sah, konnte man sich dies nicht anders 
denken, als dass die Wirkung durch ein Zwischenglied, 
etwa eine feine, von den Körpern ausströmende Flüssigkeit, 
übertragen werde. ^) 

2. Es ist bekannt, auf wie hartnäckigen Widerspruch 
Newton bei Aufstellung seines Gravitationsgesetzes stiess. Newton, 
Newton selbst neigte der Ansicht zu, dass die Fernwir- 
kung zwischen den Himmelskörpern durch ein Medium über- 
tragen werde; allein er unterliess es, uns irgend etwas 
Näheres von seiner Ansicht über die Beschaffenheit dieses 
Mediums mitzutheilen, treu seinem Grundsatze: hypotheses 

non fingo. 

3. Erst später vergass man hierauf und schrieb wohl 
gar den Namen Newton 's auf das Banner der Theorie der un- 
vermittelten Fernwirkung. Dies kam so: die Femwirkungs- 
theorie errang Triumph auf Triumph; nebenbei wurden zwar 
beständig Hypothesen über die Natur eines etwa sie ver- 
mittelnden Mediums aufgestellt; allein diese hatten keinen 



*) Gilbert, De magnete etc. London 1600, Über II. cap. III u. IV. 

Boltzmann, Vorlesungen. X 
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nennenswerthen Erfolg. Selbst Goethe interessirte sich 
f&r die Frage (vgl. ein bekanntes Gedicht von ihm). Da 
gelangten die namhaftesten Forscher endlich zu der An- 
sicht, das Medium sei wohl überhaupt überflüssig und die 
Wirkung erfolge direkt ohne alle Vermittelung in die Feme. 

Fenwirkende 4. Da die Gcsctzc der magnetischen und elektrischen 

kraft Erscheinungen ganz denselben Grundtypus zeigen wie das 
Gravitationsgesetz, so war es selbstverständlich, dass man 
auch diese Erscheinungen einer direkten Femwirkung zu- 
schrieb, ja Navier, Poisson, Cauchy und viele Andere 
versuchten auch die Molekularkräfte nach demselben Schema 
zu erklären; nur setzten sie hierbei an die Stelle derNewton'- 
schen Funktion der Entfemung, da diese hier doch nicht all- 
gemein auszureichen schien, meist eine andere, gewöhnlich 
unbekannt gelassene Funktion der Entfemung. Namentlich 
in Deutschland und Frankreich basiren die meisten neueren 
Abhandlungen und Lehrbücher auf diesem Grundgedanken, 

Weber, Zoll- dcr duTch Wilhelm Weber zur höchsten Vollendung 
^^' gebracht wurde. Am energischsten vertrat Zöllner die 
Ansicht, dass das von Weber modificirte Newton'sche Fem- 
wirkungsgesetz der wahre Schlüssel zur Erklärung der ge- 
sammten Natur sei. Ja mehr oder minder haben wir alle 
die Ideen von den direkt in die Feme wirkenden magne- 
tischen und elektrischen Fluiden gewissermassen mit der 
Muttermilch eingesogen. 

5. Da ging gerade von England, dem die eigentliche Ba- 
sis der Femwirkungslehre entstammte, auch wieder die Ge- 
Faraday, gcuströmung aus. Faraday hatte sein ganzes Leben hin- 
Moiaoeu. durch uic an eine unvermittelte Femwirkung geglaubt; Sir 
William Thomson entwickelte dessen Ideen weiter, bis Max- 
well aus denselben eine Theorie der magnetischen imd elek- 
trischen Erscheinungen schuf, welche unbeschadet der grossen 
Verdienste seiner Nachfolger doch wohl mit Eecht fOr im- 
mer die Maxwell'sche Theorie genannt werden wird. 

Fortpflan^ 6. Es mag uoch erwähnt werden , dass nicht lange nach 

oftnejfedtum. Maxwcll auch Gauss, Riemann, Lorenz, Karl Neu- 
mann und Edlund sich dessen Ideen näherten, indem sie 
annahmen, dass die Fernwirkung Zeit zu ihrer Fortpflanztmg 
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brauche, was docli wohl nnr erklärlich ist, wenn sie durch 
ein Medium übertragen wird. Allein da sie bloss diese 
zur Fortpflanzung nothwendige Zeit, sonst aber das Medium 
in keiner Weise berücksichtigten, so mussten nothwendig 
ihre Theorien an innerer Gonsequenz hinter der Maxwell's 
weit zurüdcbleiben. Auch Hankel's mechanische Theorie 
der Elektricität ist noch zu erwähnen. 

Die Theorie Maxwell's ist den uns zur Gewohnheit 
geworden^i Ideen so diametral entgegengesetzt, dass wir zu- 
erst alle unsere bisherigen Anschauungen von dem Wesen 
uj»d der Wirksamkeit der elektrischen Kräfte hinter uns 
werfen müssen, ehe wir in ihre Pforten eintreten. 

7. um philosophische Spekulation und naturwissen- ifoeh einmal 
schafUiches Denken nach allen Richtungen in der gebüh- 'unMLfu. 
renden Weise auseinanderzuhalten, sei noch bemerkt, dass 

aus den Erfolgen, welche die Maxwell'sche Theorie in der 
neuesten Zeit errungen hat, wieder umgekehrt in keiner 
W^e ein Schluss gezogen werden kann, ob die Wirkung 
je zweier benachbarter Moleküle auch nur bei unmittelba- 
rer Berührung eintritt, oder ob es Kräfte giebt, die in mo- 
lekulare Distanzen femewirken. Bloss die direkte Fem- 
wirkung in Distanzen, die gross gegenüber den Molekular- 
ent£emuBg<»a sind, wird für magnetische und elektrische 
Klüfte und daher wohl auch für die Gravitation unwahr- 
scheinlich gemacht» 

8. Schon lange beyor Galyani das erste Mal Zuckun- wir bttraeh- 
gen eines Froschschenkels durch Mektricität bemerkt hatte, v7ni»mu» vor 
war eine grosse Zahl von Phänomenen aus dem Gebiete der eukM^mr 
sogenannten Beibungselektricität bekannt. Es erscheint uns 

daher beim Entwürfe einer Theorie ebenfalls am natürlichsten, 
von derBeibungselektrieität auszugehen; aber es ist kaum zu 
lengBen, dass dieser Grund doch ein mehr äusserlicher ist; 
jedenÜEdls kann auch der Versuch unternommen werden, den 
umgdcehrten Weg anzuschlagen, wie es sogar schon bei 
Experimental- Vorlesungen über Elektricität imd Magnetis- 
mus besonders für Elektrotechniker, denen die Beibungs- 
elektrieität femer steht, versucht worden ist. 



4 Erste Vorlesung. [9—11. 

9. Wir setzen also voraus, dass wir noch nicht die min- 
. deste Kenntniss irgend einer magnetischen oder elektrischen 
Erscheinung haben, am allerwenigsten etwas von einem 
i.Erfah- elektrischen oder magnetischen Fluidum wissen. Da ma- 
(EaMenz k. chcu wir die Erfahrung , dass ein Metalldraht durch ver- 
schiedenartige Ursachen in einen eigenthümlichen auffallen- 
den Zustand versetzt werden kann, welcher sich dadurch 
äussert, dass im Drahte fortwährende Wärmeproduktion 
stattfindet, die sich bis zum Selbstleuchten desselben stei- 
gern kann; dass er Eisenfeile festzuhalten, wenn er zer- 
schnitten und beide Schnittflächen gleichzeitig mit unserem 
Körper in Berührung gebracht werden, die Nerven zu er- 
regen vermag und vieles Andere. Wir sagen dann, in dem 
Drahte fliesse ein elektrischer Strom; ein Ausdruck, der aber 
selbstverständlich rein bildlich zu nehmen ist, da wir nicht 
im Mindesten an ein wirkliches Fortströmen von etwas Ma- 
teriellem denken wollen. 
1. Hypothese. 10. Nur dic ciuc Hypothese machen wir, dass irgend 

Natur eiektr. eiuc Bewcgung, Über deren Natur wir uns aber jeder weite- 
ren Aussage enthalten, die Ursache dieser eigenthümlichen 
Erscheinung sei. Diese Bewegung, von der wir voraus- 
setzen, dass sie den allgemeinen Gleichungen der Mechanik 
gehorcht, kann theilweise im Innern des stromführenden 
Drahtes ihren Sitz haben, theilweise muss sie sich aber 
auch auf das umgebende Medium (Aether, andere Körper) 
erstrecken, weil sonst eine scheinbare, durch das Medium 
übertragene Femwirkung nicht denkbar wäre. 



2. Er- 11. Wo in einem Systeme von Körpern eine Bewegung 

(eL^8t*i^ stattfindet, verändert sich in der Regel die räumliche Lage 
** nälT^ oder «auch sonst der Zustand dieser Körper fortwährend. 
Hier ist dies jedoch nicht der Fall oder braucht wenig- 
stens nicht der Fall zu sein. Drähte können Stunden, ja 
Tage lang von einem vollkommen unveränderlichen Strome 
durchflössen werden; die Lage, der Temperaturzustand, der 
Wärmefluss, der magnetische Zustand etwa in der Nähe 
befindlicher Eisenmassen, kurz alles f&r unsere Sinne Con- 
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statirbare bleibt dabei an jedem Punkte des Baumes voll- 
kommen unverändert. ^) 

Es muss also die Bewegung, die wir uns als Ursache 
der beschriebenen Erscheinung denken, eine vollkommen 
stationäre sein, dergestalt, dass jedesmal, sobald ein Theil- 
chen seinen Ort verlässt, immer nach verschwindend kurzer 
Zeit wieder ein genau gleich beschaffenes, mit derselben 
Geschwindigkeit nach derselben Bichtung bewegtes Theil- 
chen an dessen Stelle tritt, so dass trotz der fortwährenden 
Bewegung an keinem Punkte des Baumes eine Veränderung 
wahrnehmbar ist. 

12. Eine solche Bewegung nennt Helmholtz eine cykein. 
cyklische. Wenn alle in einem Systeme von Körpern statt- 
findenden Bewegungen cyklische sind, so nennt Helmholtz 

ein solches System ein cyklisches, oder kurz ein Cykel. 

Als Beispiele derartiger Systeme seien hier angeführt: 
Ein fester Botationskörper, der mit constanter Geschwindig- 
keit um seine ümdrehungsaxe rotirt; mehrere derartige Bo- 
tationskörper, die durch Treibriemen gekoppelt sind; eine 
Flüssigkeit, welche stationär einen in sich zurücklaufenden 
Kanal durchströmt. 

13. Bäder mit Speichen oder Zähnen entsprechen un- unechu oy 
serer Definition nicht vollkommen, können aber doch als £e<2^Mn/^ 
„unechte Cykein" bezeichnet werden, insofern die Abwei- 
chungen nur unwesentliche Dinge betreffen; ja selbst Ma- 
schinen, bei denen wie beim Kolben der Dampfinascüine 

hin- und hergehende, aber doch in kurzen Zeiträumen pe- 
riodisch sich wiederholende Bewegungen vorkommen, dürften 
kaum ein von den Cykein wesentlich abweichendes Ver- 
halten zeigen. 

Es wird daher wohl auch die noch wenig behandelte 



^) Dort, wo die Entstehungsursache ihren Sitz hat, müssen frei- 
lich (mit Ausnahme der Molekularströme in permanenten Magneten) 
Yeränderungen vor sich gehen; allein diese können so weit entfernt 
sein, dass sie auf den betrachteten Theil des Feldes keinen anderen 
Einfluss haben, als dass sie den Strom treiben; zudem können sie 
auch zu den später zu besprechenden langsamen Veränderungen ge- 
hören. 
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Mechanik der Cykeln in der praktisdben Maschinenlelire 
von Nutzen sein. Hier aber haben wir es mit einer ganz 
anderen, rein theoretischen Anwendimg derselben zu thun. 



Augemeim 14. Ehe ich specicll auf die Mechanik der CSi:eln ein- 
gehe, muss ich einige Bemerkungen über die Bewegungs- 
gleichungen ganz beUebiger mecbamsdier Systeme voraus- 
schicken. Sei ein derartiges beliebiges System von Körpern 
gegeben; die Lage und der Zustand aller Körper des Sy- 
stems sei durch n independente Variable i^, l^, /„ 

vollkommen bestimmt. Man sagte dann, das System habe 
w-Freiheitsgrade und bezeichnet die l als die allgemeinen 
Coordinaten des Systems. 

So hat ein materieller Punkt einen Freiheitsgrad, 
wenn er ausschliesslioh auf einer Linie, drei, wenn er frei 
im Räume beweglich ist, ein beliebig im Räume beweg- 
licher fester Körper hat sechs Freiheitsgrade u. s. f. 
ÄUgemeine 15. Wir woUcu mit L die Kraft bezeichnen, welche 

irgend eine der Coordinaten l zu vergrössem strebt, so dass 
die gesammte Arbeit, welche geleistet wird, wenn jedes l 
* um Sl wächst und welche gleich dem Zuwachse ST der 

lebendigen Kraft T des Systemes ist, den Werth hat: 
1) Sä = 2LSL 

Im Allgemeinen lassen sich alle Massen des Systems 
irgendwie mit n auf vorgeschriebenen Curven bewe^chen 
Antriebspunkten so verbinden, dass die alleinige Bewegung 
je eines dieser Antriebspunkte immer der alleinigen Ver- 
änderung je einer einzigen Variablen entspricht und Sl gl^ch 
dem Wege des betreffenden Antriebspunktes ist. 

So können bei einem frei beweglichen materiellen Punkt 
dessen Projektionen auf die drei Coordinatenaxen als An- 
triebspunkte gewählt werden. Drei den Coordinatenebenen 
immer parallel bleibende Ebenen sind gezwungen, durch 
die drei Antriebspunkte zu gehen, der materielle Punkt 
selbst in jeder der drei Ebenen zu liegen. Bei einem um 
eine feste Axe drehbaren festen Körper ist ein Punkt des- 
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selben in der Entfernung eins von der Aze Antriebs- 
pnnkt n. s. w. 

Sollte unsere mangelhafte Eenntoiss von dem Mecha- 
nismus des Systems dies nicht gestatten (wenn z. B. das 
System ein galvanisches Element enthielte und / die Elek- 
tricitätsmenge vorstellte, welche dasselbe seit dem Zeitan- 
fange passirt hat), so ist der Begriff!/ gleich „Kraft, welche 
die Coordinate l zu vergrössem sucht", einfach als der 
Quotient SA: 81 zu definiren, worin ^^ die Arbeit dar- 
stellt, welche bei alleinigem Wachsthume der Coordinate / 
um 81 geleistet wird. Da die Arbeit immer etwas bestimmt 
definirbares ist, so kann diese Definition niemals eine Zwei- 
deutigkeit involviren. 

16. Setzen wir voraus, dass wir es auch in diesem Logronge. 

Bewegung»' 

Falle mit mechanischen Systemen zu thun haben, welche guiehmgen, 
sich den allgemeinen Gleichungen der analytischen Mecha- 
nik fbgen, so können wir noch immer trotz unserer Un- 
bekanntschaft mit dem eigentlichen Mechanismus des Sy- 
stems diese allgemeinen Gleichungen anwenden, welche 
Lag ränge in die Form gebracht hat: 

«. j_d^dT BT 

^^ ^'^ dt ör "■ dl ' 

wobei T als Funktion der n Coordinaten l und deren Dif- 
ferentialquotienten V nach der Zeit t ausgedrückt zu den- 
ken ist. 

öTidV sind die Grössen, welche man die Momente 
zu nennen pflegt; wir wollen sie kurz mit X bezeichnen, dem 
natürlich dann der Index der betreffenden Coordinate bei- 
zufügen ist. 

Bezüglich des Beweises der Gleichungen 2 verweise 
ich auf: Lagrange, Mech. analyt., 2. Theil, 4. Section; 
Thomsonjund Tait, Treat^on nat. phil. Vol. 1, part. 2. 
New_ed. sect. 3J.8, Gl. 24; dass. deutsch S. 282, Gl. 15; 
Maxw eil, Treat. on Electr. V^oL 2, 2. ed., sect. 571; 
Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, 8. Vorlesung, das aiif 
Gleichung 7 folgende. 

Hier will ich bloss ihre physikalische Bedeutung, 
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Zweite Vorlesung. 



[17. 



deren möglichst anschauliche Auffassung mir die Haupt- 
sache ist, an einem speciellen Beispiele erläutern, das uns 
übrigens in der Folge von Nutzen sein wird. 



Zweite Vorlesung. 

Mechanische Analogie des zweiten Hauptsatzes 

der Wärmelehre. 



Fig. 1. 



m ./:. 



o 



Btitpui. 17. Sei eine cylindrische Röhre (Fig. 1) mittelst einer 

Kurbel um ihre vertikal stehende Axe drehbar; dieselbe 

trage eine auf ihrer Axe senkrechte 
Stange, auf welcher eine Masse m von 
sehr kleinem Volumen verschiebbar 
ist. Von einem an der Masse befestig- 
ten Haken führe eine Schnur nach der 
Axe, und dann über eine passend an- 
gebrachte Rolle mit der Axe zusammen- 
fallend nach einer Schale Sy auf welche 
ein Gewicht p aufgelegt werden kann. 
Alles sei reibungslos und bis auf die 
Masse m auch massenlos. Als allge- 
meine Coordinaten sollen die Entfer- 
nung r der Masse von der Axe und 
der Winkel l benutzt werden, um den 
das Rohr gegen eine gewisse Normal- 
lage verdreht erscheint. Setzen wir der 
Kürze halber die Winkelgeschwindigkeit 
V = Wy so ist: 

B = wr" — mrw^ 
L^mr^w' + 2mrr'w. 
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Befindet sich der Kurbelgriff in der Entfernung 1 von der 
Axe, so kann man sich die Kraft L, welche den Winkel 
zu vergrössem sucht, direkt an der Kurbel in tangentieller 
Eichtung wirkend denken^ Die Eraft B sucht die Entfer- 
nung r zu vergrössem. 

18. Sei nun zu Anfang L = o und p halte der Centri- Metiumiaeke 
fngalkraft genau das Gleichgewicht, so dass man also hat: »weiten 

w' = r' = 0, p = mrw^. 
Hierauf wirke eine Aussenkrafk L auf die Kurbel, dieselbe 
sei jedoch so schwach, dass w' immer sehr klein bleibt, 
während w einen grossen Werth hat. Durch passende Ver- 
änderung von p kann bewirkt werden, dass sich r beliebig 
ändert. Dies soll so geschehen, dass auch r' immer sehr 
klein gegenüber rw und daher auch r" gegenüber rw^ bleibt; 
dann ist immer mit grosser Annäherung: 

I? = — Ä = mrw^ 

Die während der Zeit dt in das System durch die Aussen- 
kraft L hineingesteckte Arbeit d Q wird theils auf Ei*höhung 
der lebendigen Kraft mr *«*>*; 2 des Systems, theils auf He- 
bung des Gewichtes p um das Stück dr verwendet. Es 

ist also 

m 
2 

also: 

4) ^ =^ dlognat (r^w^), 

also gleich einem vollständigen Differentiale. 

19. Wir können wie bei einem bekannten, mit der Kfei»- 
Gentrifugalmaschine ausgeführten Schulexperimente diesen 
Mechanismus zur Arbeitsleistung benutzen. Wir denken 
uns zwei horizontale, vollkommen ebene und glatte Tisch- 
platten; die ebenfalls eben gedachte Schale S stehe anfangs 
im Niveau der unteren Tischplatte und es werde ohne Ar- 
beitsleistung ein Gewicht p von der Platte auf die Schale 
geschoben. Dann werde die Botationsgeschwindigkeit durch 
Handhabung der Kurbel gesteigert, bis das Gewicht auf 
das Niveau der oberen Tischplatte gehoben ist, auf welche 



3) dQ = — dfr^w^) + pdr = mr^wdw + 2mw^rdrj 



proeeue. 
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es dann ohne Arbeitsleistung geschoben werden kann. Bei 
genügender Verminderung der Botationsgeschwindigkeit sinkt 
dann die leere Schale wieder zum Niveau der unteren Tisch- 
platte herab und es kann ein zweites Gewicht in derselben 
Weise gehoben werden u. s. f. 

Man sieht, wie die dem Systeme zugeföhrte lebendige 
Kraft zur Arbeitsleistung benutzt werden kann. Allein in 
der soeben geschilderten Weise würde durch eine gegebene 
Zufuhr von lebendiger Kraft nicht das Maximum von Arbeit 
geleistet werden. Ein Maximum von Arbeitsleistung er- 
halten wir aber, wenn wir einen aus vier Theilprocessen 
bestehenden Kreisprocess in folgender Weise ausfuhren: 

Euter Tkeü' 20. Wir stcckcn durch andauernde Wirksamkeit einer 

^^^^' kleinen Kraft L die Arbeit 0^ in das System. Um diese 
in der vortheilhaftesten Weise auszunützen, woUen vdr 
dabei . von der Schale fortwährend sehr kleine Gewichte 
wegnehmen und so das Gewicht p fortwährend so abglei- 
chen, dass es immer bis auf verschwindend Kleines gleich 
der Centrifagalkraft -- R ist. Der Ueberschuss der Centri- 
fiigalkraft über p und die Grösse von L soll dabei fort- 
während so regulirt werden, dass die Schale in solchem 
Tempo steigt, dass die Hebungsarbeit immer genau gleich 
der hineingesteckten Arbeit ist, also die lebendige Kraft 
des Systems constant gleich T bleibt. 

zweiur 21. Nun führen wir keine lebendige Kraft mehr zu, 

Theiiproceas. ja^gg^jj ^jj^j. ^q Schalc uoch fortwährend steigen, was durch 

sehr langsame Verminderung ihrer Belastung zu bewirken 
ist. Diese ist wieder so zu regulireri, dass p immer nur 
unendlich wenig hinter der Centrifugalkraft zurückbleibt. 
Da noch fortwährend Arbeit geleistet, aber keine mehr zu- 
geführt wird, so muss dies auf Kosten der im Systeme ent- 
haltenen lebendigen Kraft geschehen. Diese muss daher 
abnehmen und 

p = 2T:r 

muss, gleiche Zunahme von r vorausgesetzt, rascher wie 
früher abnehmen, da jetzt sowohl T abnimmt als auch r 
zunimmt. Dieser zweite Theilprocess soll fortgesetzt werden, 
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bis die lebendige Kraft des Systems auf den Wert T^ ge- 
sunken ist. 

22. Durch Hemmung der Kurbel mittelst einer sehr Druur 
geringen E[raft soll nun dem Systeme Arbeit entzogen wer- ^'^'^'~*'*"- 
den. Dabei soll die (Grösse der hemmenden Kraft und der 
Ueherschuss des Gewichtes p über die Centrifagalkraft 
(letzterer durch stetes Auflegen kleiner Gewichte) immer 

so regulirt werden, dass erstens beide unendlich klein bleiben 
und zweitens die Schale sich in solchem Tempo senkte dass 
die hierdurch gewonnene Arbeit die lebendige Kraft des 
Systems constant erhält. Wir haben also für diesen dritten 
l^ilprocess wieder 2 7'= mr^w^ z= 2 T^ = const. Wie 
lange dieser dritte Theilprocess fortzusetzen ist, finden 
wü* am leichtesten in folgender Weise: Wir construiren 
auf dem Papiere eine Abscissenaxe OR, und eine Ordi- 
natenaxe O W. Auf der ersteren tragen wir die Werthe des 
r, auf der letzteren die des w auf. Der Zustand des Sy- 
stems , Ton welchem wir im ersten Theilprocesse ausgingen, 
ist dann durch einen bestimmten Punkt, etwa P, dargestellt; 
der ganze erste Process durch ein Stück einer von P aus- 
gehenden gleichseitigen Hyperbel; der zweite Process durch 
ein Stück einer Curve, deren Gleichung r^w = const. ist, 
die sich also rascher als die gleichseitige Hyperbel asymp- 
totisch der Abscissenaxe nähert. Der dritte Process ist 
wieder durch ein Stück einer gleichseitigen Hyperbel dar- 
gestellt. Wir ziehen nun durch P eine Curve mit der Glei- 
chung r^w = const. ; wo selbe die zuletzt erwähnte gleich- 
seitige Hyperbel trifft, hat der dritte Theilprocess zu 
enden. 

Der gesammte Arbeitsbetrag, der dem Systeme wäh- 
rend desselben entzogen wurde, sei Oo« 

23. Nun wirke auf die Kurbel, wie beim zweiten Theil- vierter 
processe, keine Kraft; die Schale sinke langsam weiter und ^'^**^*"'- 
die lebendige Kraft nehme zu, bis der Ausgangszustand 

des Systems, also der Punkt F, wieder erreicht ist. Fol- 
gendes Schema giebt eine Uebersicht über den gesammten 
Process: 
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Nr. des 
Thellproc. 


densen charakt 
Gleichung 


zugeflUurte 
Arbeit 


«_ mf*w* 
^^ 2 


r 


^ 2T 


1. 


r*«r' = const. 


Qi 


const = T^ 


nimmt zu 


nimmt ab 


2. 


r^w = const. 


NuU 


nimmt ab 


nimmt zu 


n. bei gleichem 

Wachsth. Ton r 

rascher ab 


3. 


r*tt;' = const. 


-Qo 


const =To 


nimmt ab 


nimmt zu 


4. 


r*«; = const. 


Null 


nimmt zu 


nimmt ab 


nimmt 
rascher zu. 



Berechnung 24. Während aller vier Processe zusammen wurden 

tm Arbeit. theUs Gewichte gehoben, theils wieder gesenkt; da aber der 
erstere Vorgang durchschnittlich bei grösserer Centrifugal- 
kraft vor sich ging als der letztere , so wurden im Ganzen 
mehr Gewichte gehoben als gesenkt , daher Arbeit geleistet. 
Die im Ganzen geleistete Arbeit ist, da wir es mit einem 
Ereisprocesse zu thun haben, Qj — Qi. Nun sahen wir aber, 
dass dQ : T ein vollständiges Differential ist, integriren wir 
dieses über alle vier Theilprocesse, so ergiebt sich: 






9i 

To 






Niditumkehr- 

bare Kreis- 

proceue. 



Wir brauchen nur statt r zu sagen „Volum", statt p 
„Druck", statt T „Temperatur", statt Q „zugefuhrte Wärme", 
so haben wir den Car not 'sehen Process. 

25. Die Analogie geht natürlich noch weiter. Es wird 
z. B. niemals exakt p = mrw^ sein können, da ja sonst die 
Wagschale niemals in Bewegung kommen könnte, vielmehr 
muss, wenn r zunehmen soll, p kleiner, wenn es abnehmen 
soll, grösser als die Centrifugalkraft sein. Setzen wir 
daher 

p r= mrw^ — 6, 

so muss e immer mit dr gleich bezeichnet sein. Man erhält 
also genauer an Stelle der Formeln 3 und 4 die folgende 

''-f=d\ogm.t(r*w*)-^. 



Da nun sowohl T als auch das Produkt edr immer positiv 
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ist, so liefert dQ : T über einen geschlossenen Prozess in- 
tegrirt allezeit etwas Negatives. 

Freilich würde sich das hier geschilderte System nur 
mit einem Gase decken, für welches das Verhältniss der 
Wärmecapacitäten gleich 3 wäre, was einträte, wenn sich 
die Moleküle desselben statt im Baume nur in einer Ge- 
raden bewegen würden, an deren beiden Enden die Druck- 
kraft p wirkte ; auch würde die Labilität des Gleichgewich- 
tes stören, was aber durch Gebrauch von Federspannungen 
an Stelle des hier der Einfachheit halber angewandten Zu- 
ges von Gewichten vermieden werden könnte. Ich kann 
selbstverständlich hierauf nicht weiter eingehen und muss 
auf die zahlreichen einschlägigen Arbeiten von Bankine, 
Helmholtz, Clausius, mir und Anderen verweisen, welche 
ziemlich vollständig zusammengestellt sind in meiner Ab- 
handlung Gott. Nachrichten vom 24.- April 1886. Vgl. 
auch Eronecker's Journal Bd. 98 S. 68 und Bd. 100 
S. 201. 

26. Diese Digression geschah übrigens nicht bloss in me Theorien 
der Absicht, die allgemeinen Lagrange'schen Gleichungen suder J^ 
an einem Beispiele zu erläutern, sondern sie sollte auch "^^Srnr" 
noch das Wesen der Theorien, mit denen wir uns jetzt be- 
schäftigen, überhaupt klar legen. 

Diese Theorien beanspruchen keineswegs von Hypo- 
thesen auszugehen, welche sich mit der wahren Beschaffen- 
heit der die Natur aufbauenden ürelemente und Urkräfte 
vollkommen decken, sondern bloss von Mechanismen, deren 
Wirkung mit dem Spiele der Naturerscheinungen in der 
einen oder anderen Beziehung eine grosse Analogie haben. 
Je umfassender und schlagender diese Analogie, desto 
brauchbarer natürlich auch der betreffende Mechanismus. 
In diesem Sinne ist der Ausdruck Max well 's dynami- 
cal illustration ^) zu verstehen. 

Verzichten wir daher auch einerseits auf Constructionen, 
die sich vollkommen mit der Natur decken, so haben wir 



^) Maxwell, A difnamical theorte of the eleetromagneiie field, 
Sdent. pap. vol. I, pag. 537. Roy. Soc. tr. vol. 55. 1865. 
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andererseits wieder den YortheU, mit klar definirten mecha- 
nischen Systemen zu operiren, deren Gebraiu^ namentUch 
Yon grossem heuristischen Werihe ist, wie gerade die Max- 
well'scbe Elektricitätstheorie beweist Die Mechanismen 
werden in späteren Zeiten wohl durch brauchbarere ersetzt 
werden, aber das durch sie zur Anschauung gebrachte All- 
gemeine, ihnen und den Naturvorgängen Gemeinsame wird 
auch in jeder späteren Theorie bestehen bleiben. 

Beim Lichte betrachtet ist unser Standpunkt vielleicht 
nicht einmal so wesentlich von dem der alten Theorien veir- 
schieden. Ein aus elastischen Kugeln zusammengesetztes 
Gas, ein sechseckiger oder tetraedrischer Benzolkern sind 
doch wohl auch mechanische Analogien, dynamische Illu- 
strationen. Der unterschied besteht vielleicht nur darin, 
dass wir uns des sinnbildlichen Charakters unserer Theorie 
klarer bewusst sind. 



Dritte Yorlesuns. 

Bewegungsgleichungen für Cykeln; Beispiele. 



spteiaii- 27. Wir wollen ietzt nachsehen, wie sich die aUge- 

Hrung der o 7 o 

Quichvngen mcineu Gleichuugen 2 modi£ciren, wwin wir speciell vor- 
aussetzen, dass das betrachtete System ein cyklisches sei. 
Das Charakteristische jeder cyklischen Bew^ung besteht 
darin, dass an SteUe jedes Theildiezis, das seinen Ort ver- 
lässt, sogleich ein gleichbeschaffenes, gleiehbewegtes tritt, 
so dass sich der Zustand des Systems während der Be- 
wegung in keiner Weise verändert. 
oylaiieht 28. Wir bezeichnen I als eine cyklische Coordinate, 

wenn deren Veränderung eme derartige cyklische Bewegung 
darstellt; wenn also während der Veränderung von l der 
ganze Zustand des Systems, daher auch jedenfalls die in 
demselben enthaltene lebendige Kraft keinerlei Aenderung 
erleidet. Daraus ist zu schliessen, dass, wenn l eine cy- 
klische Coordinate ist, der Werth von T nicht Funktion von 
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l sein darf; wohl aber kann und wird er im Allgemeinen V 
enthalten, da ja die lebendige Kraft um so grösser sein 
wird, je rascher die cyklische Bewegung vor sich geht. 

Der Zustand eines Cykels kann im Allgemeinen durch 
eine beliebige Anzahl solcher cyklischer Coordinaten be- 
stimmt sein. Wären sonst gar keine Coordinaten vorhanden, 
so könnte der Zustand des Systems überhaupt gar nicht in 
einen anderen übergehen, da er sich bei keiner Verände- 
rung irgend einer cyklischen Coordinate yerändem darf. Lang9«mver. 

29. Ausser den cyklischen Coordinaten soll also der ooardauum. 
Zustand des Systems noch durch andere bestimmt sein, 
welche Helmholtz die langsam veränderlichen Coordinaten 

oder kurz die Parameter nennt, da sie eine Aehnlichkeit 
mit den bei der Methode der Variation der Constanten, bei 
Aufsuchung der einhüllenden etc. vorkommenden veränder- 
lichen Parametern haben. Diese Parameter haben nicht 
die Eigenschaft der cyklischen Coordinaten, dafür aber sollen 
sie sich so ausserordentlich langsam verändern, dass ihre 
Differentialquotienten nach der Zeit vernachlässigt werden 
können; dass also, wenn man diese Parameter mit k be- 
zeichnet, die lebendige Kraft zwar die k selbst, aber nicht 
deren Ableitungen nach der Zeit k' enthält. 

30. Man kann daher schreiben: Der zunand 

5) r = J(K, l). von kund V, 

Es ist eine weitere Folge der langsamen Veränderlich- 
keit der kj dass während eines längeren Zeitraumes die k 
als constant betrachtet werden können, so dass während 
dieses Zeitraumes die Bewegung als eine cyklische betrachtet 
werden darf; erst nach längerer Zeit nehmen die k allmäh- 
lich andere Werthe an, so dass die Bewegung jetzt wieder 
eine cyklische ist, aber mit etwas veränderten Werthen 
der Parameter. Während also die /' gross sind, so sind 
die V klein von derselben Ordnung, wie die k\ 

Als Erläuterung möge das in der vorigen Vorlesung 
behandelte Beispiel gelten. Da war l eine cyklische Coor- 
dinate, bei deren rascher Veränderung sich der Zustand 
des Systems nicht ändert; r dagegen wurde als langsam 
veränderlicher Parameter vorausgesetzt, so dass die Ge- 
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schwindigkeit r' verschwindet, aber die cyklische Rotations- 
bewegung des Systems bald bei kleineren, bald bei grösse- 
ren Distanzen der Masse m von der Drehungsaxe vor sich 
geht. T war Funktion von V und r. In ganz analoger 
Weise denken wir uns, dass auch die Volumveränderungen 
warmer Körper sehr langsam gegenüber der Molekularbe- 
wegung, welche wir Wärme nennen, die sichtbaren Be- 
wegungen der Stromleiter und Magnete sehr langsam gegen- 
über den Bewegungen, welche wir Elektricität nennen, vor 
sich gehen. 
Baoegunga- 31. Wir könucu jotzt ciu Cjkcl auch definiren, als 

für cykein. ciu solchcs Systcm, wclchcs keine anderen als cyklische 
und langsam veränderliche Coordinaten enthält, und erhalten 
mit Rücksicht auf die Gleichung 5 aus unseren allgemeinen 
Bewegungsgleichungen 2 für Cykein die nachfolgenden Be- 
wegungsgleichungen: 
ß. j^ dT j d BT 

worin K und L in oben definirtem Sinne die Kräfte sind, 
welche einestheils die langsam veränderlichen Coordinaten 
Ä, anderentheils die cyklischen Coordinaten l zu vergrössern 
streben. 



Sind aut ein- 32. Da bei der partiellen Differentiation die Grössen- 

/effiJL Ordnung der Glieder im Allgemeinen verändert wird, so 
'**'5lffie<f*" können Zweifel entstehen, ob nicht hierbei Glieder von 
derselben Grössenordnung wie die Ausschlaggebenden ver- 
nachlässigt worden sind; daher scheinen die folgenden Be- 
trachtungen zur Zerstreuung derartiger Zweifel nicht ganz 
überflüssig. 

Wir nehmen an, die langsame Veränderlichkeit jedes 
der k soll dadurch ausdrückbar sein, dass wir k = f(6.t) 
setzen, wobei f(x) eine sammt ihren Ableitungen endliche Funk- 
tion des endlichen Argumentes x, e aber eine sehr kleine 
Grösse ist. In gleicher Weise soll die langsame Veränder- 
lichkeit von r dadurch ausdrückbar sein, dass V = g(^, t) ge- 
setzt wird, wobei g und f dieselben Eigenschaften wie f 
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und 6 haben. Natürlich ist dann / selbst sehr gross, was 
aber nicht schadet, da l selbst in den Gleichungen nirgends 
vorkommt. 

T ist eine homogene Funktion zweiten Grades von k' 
und fy deren Ooefficienten bloss Funktionen der k sind. Es 
soll Ak'^ ein Glied repräsentiren , welches das Quadrat 
eines k' oder ein Produkt zweier ä' enthält. In gleicher 
Weise sei CV^ ein Glied, welches ebenso bezüglich l be- 
schaffen ist, und endlich Bk'V ein Glied, welches ein Pro- 
dukt eines k' und eines /' enthält. Die Goefficienten A, B, C 
sind Funktionen der k und sollen endlich sein, sowie auch 
ihre partiellen Ableitungen nach diesen Grössen, welche 
wir symbolisch durch Ä^B , , . ausdrücken. Der vollständige 
Ausdruck für K wäre: 

di dld dk ' 
Wir bezeichnen den ersten Addenden dieses Ausdrucks mit I, 
den zweiten mit 11. Solche Glieder, welche die Differen- 
tiation von: 

Ak'^ Bk'V oder GV^ 
in I liefert, sollen mit /«, h resp. /« bezeichnet werden 
und analoge Bedeutungen sollen Uaj IIb, II c haben. 

Dann ist, wenn man Glieder von gleicher Grössenord- 
nung der Kürze halber einfach einander gleichsetzt: 

wobei die letzte Gleichung lediglich ausdrücken soll, dass 
beide Glieder von der Grössenordnung a* sind. Ebenso er- 
giebt sich 

7, = Bk'y + 5r = 6 + f. 

i75 = 5'Ä;'Z' = 6, Ic = o, 
wogegen ü^ = CT* endlich ist, welches Glied eben allein 
den in Gleichung 6 vorkommenden Werth für K liefert. 
Da das undifferentiirte / nirgends vorkommt, so ist 

dt dV ' 
Die Glieder von der Form Ak'* liefern in diesen Ausdruck 
nichts, ein Glied von der Form Bk'V soll 111^, ein Glied 

Boltsmsnn, Vorlesungen. 2 
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von der Form Cl'^ aber IIIc liefern, dann ist, wenn wieder 
das Gleichheitszeichen nur Gleichheit der Grössenordnung 
ausdrückt , 

III, = m" + ffk'^ = 6» 

lu, = cTkr + er = € + f. 

Es ist also L unendlich klein , wie vorauszusehen war und 
alle anderen Glieder verschwinden unter allen Umständen 
gegenüber III c, welches gerade auch die in Gleichung 6 
aufgenommenen Glieder darstellt. 

Die sowohl k' als V enthaltenden Glieder würden zu 
ganz eigenthümlichen, bisher noch nicht entdeckten Erschei- 
nungen Veranlassung geben, denen Maxwell in seinem 
Treat. on Electr. 2. Edit. Vol. 2, sect. 574, deutsch pag. 
263, eine längere Betrachtung widmet. 



Manoeykein. 33. Dcr cinfachsto Fall ist der, dass nur eiiie einzige 

cyklische Coordinate vorhanden ist. Es ist dann die Lage 
sämmtlicher Theile des Systems, abgesehen von den lang- 
sam veränderlichen Coordinaten, nur noch durch die Lage 
eines einzigen Antriebspunktes bestimmt, welche wiederum 
durch eine einzige cyklische Coordinate l definirt ist. Ruht 
der Angriffspunkt, so ruhen alle Theile des Systems; be- 
wegt er sich mit einer gegebenen Geschwindigkeit T, so sind 
dadurch die Bewegungen aller Massen des Systems bestimmt. 
Natürlich sind dabei immer die Werthe der langsam ver- 
änderlichen Parameter als gegeben vorausgesetzt, welche 
ja stets während einer langdauernden Bewegung des Systems 
als constant betrachtet werden können. 

Das System, welches wir betrachten, kann dabei aus 
beliebig vielen beliebig miteinander und mit dem An- 
triebspunkte verbundenen Massentheilchen m^, m^, . . , . nip 
bestehen. Wir sahen, dass die lebendige Kraft T des Sy- 
stems nur Funktion von /' und den Parametern k sein kann. 
Behält jedes Massentheilchen während seiner ganzen Be- 
wegung denselben Bewegungszustand^ so werden auch die 
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Geschwindigkeiten v^, v^^Vp der einzelnen Massentheilchen 
nur Funktionen von V und k sein. Nimmt ein bestimmtes 
Massentheilchen, während es fortwandert, verschiedene Ge- 
schwindigkeiten an, so ist doch jedenfalls die Geschwindig- 
keit, die an einer bestimmten Stelle des Baumes herrscht, 
nur Funktion von /' und ib, was bei Berechnung von T auf 
dasselbe herauskommt, da ja T eine über alle Massentheil- 
chen zu erstreckende Summe ist. 

Im Folgenden soll niemals in den Fällen, wo Para- 
meter vermittelst gewisser Bedingungsgleichungen eliminirt 
werden könnten, z. B. vermittelst der Bedingung, dass auf 
sie niemals eine Kraft wirkt ^), diese Elimination vorgenom- 
men werden, sondern sämmtliche langsam veränderliche Pa- 
rameter und auch die darauf wirkenden Strafte sollen, selbst 
wenn letztere immer gleich sind , in den Gleichungen be- 
lassen werden; dann sind Fälle kaum denkbar, wo die Ge- 
schwindigkeiten V, andere als lineare Funktionen der Ge- 
schwindigkeiten V sind, was natürlich ebenso für die später 
zu betrachtenden Fälle gilt, wo mehrere cyklische Coordi- 
naten vorhanden sind. 

Es scheint, dass die Voraussetzung jeder anderen nicht 
linearen Abhängigkeit zu mechanischen Ungereimtheiten 
fuhren würde. Sollte aber später doch einmal die Möglich- ^.Hypotiuae: 

Die V find li- 

keit von Bewegungen entdeckt werden, wobei die v nicht «««« Funjcr- 
lineare Funktionen der T sind, so setzen wir jedenfalls vor- 
aus, dass die Bewegungen, welche zu den magnetischen 
und elektrischen Erscheinungen Veranlassung geben, nicht 
in diese noch ganz hypothetische Kategorie von Bewegungen 
gehören. Mit einem Worte, wir setzen: 

Vi = üiVy (i =^ 1, 2 . . . p) 

»=1 
wobei die Coefficienten a selbstverständlich Funktionen der 
langsam veränderlichen Parameter k sind. Die Gleichung 
6 liefert dann: 



^) y. Helmholtz, Principien der Statik monocyklischer Systeme. 
Kroneker's Journal Bd. 97 S. 182. 
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[34. 



7) 



1^ diAn ^ 



r* dA 

2 dkA 



{h = 1,2... n). 



^M&n^it^ 34. Um sich die wahre Bedeutung dieser Grleichungen 

möglichst zu veranschaulichen, empfehle ich die Anwendung 
auf Beispiele und deute hier nur einige Verallgemeinerungen 
des in der zweiten Vorlesung gegebenen Beispieles kurz an. 
Die an dem rotirenden Rohre befestigte Seitenstange der 
Fig. 1 Art. 17, (^C7in Fig. 2) sei nicht fest, sondern durch 
ein Gelenk A mit dem Rohre verbunden. Aehnlich sei eine 
zweite gleich lange Stange CE durch ein Gelenk E mit einer 

in der Axe der Röhre ver- 



Fig. 2. 



schiebbaren dritten Stange 
verbunden. Die beiden an- 
deren Enden der ersten und 
zweiten Stange endUch seien 
wieder durch ein Gelenk G mit 
einander verbunden (s. Fig. 2). 
Von der dritten Stange 
rage das Stück y aus dem 
Rohre hervor. Auf der ersten 
Stange gleite die Masse m, 
durch einen Faden wie in 
Fig. 1 gehalten, von dem ein 
Stück X aus dem Rohre her- 
ausragt. Hier ist wieder die 
Kurbel der Antriebspunkt. Die 
Winkeldrehung , oder , wenn 
man will, der Weg l der Kur- 
bel, ist die cyklische Coordi- 
nate, x, y sind die Parame- 
ter. Wir setzen voraus, dass 
die fixen Bestandtheile ein 
Trägheitsmoment / haben, während das des Fadens und der 
beweglichen Stangen verschwindet, sowie dass sich die Para- 
meter Xy y genügend langsam ändern. Dann ist: 

T=yV/+ mrA, L = ^[(J + wry], da^ = J+wr» ist. 




34.] 



Lineare Funktionen. 
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Die Kräfte, welche den Faden und die Stange aus der 
Röhre herauszuziehen suchen, sind: 

ox dy 

Bildet die erste und zweite Stange den Winkel 2cc, so ist 
dr : dx = — cos cc. Verschiebt sich das an die dritte 
Stange stossende Ende E der zweiten Stange um EP = dy, 
so verschiebt sich die Projection D ihres anderen Endes C auf 
die Axe umDiX = dy:2, der Punkt Cum CG'= dy:2coscc- 
der Mittelpunkt B der Masse M um BB" = C (7,(31 — a;);Ä = 
ß — xjdy: 2Acos cc, und die Entfernung r der Masse m von 
der Stange wächst um 5r = — BB sin £^ = — (X — x)tgccdy : 2A, 
wobei X die Länge der ersten Stange ist, welche ebenso- 
gross wie die der zweiten Stange sein soll. Der Faden soll 
eine solche Gesammtlänge haben, dass sich für o? = o die 
Masse m in C befindet. 

Da ausserdem r = (7, — x)co^a ist, so erhält man: 

X = mV^(k — x) cos^ £^, Y = ^v- (A — x)* sin a. 

Um noch einen Fall zu betrachten, wo auch m verän- 
derlich ist, communicire mit der vertikalen Röhre eine 
enge horizontale Röhre, und diese 
am Ende mit einem schlaffen 
Ballon. Die vertikale Röhre sei 
unten zu, oben mit einem ver- 
schiebbaren Kolben vom Flächen- 
inhalte f verschlossen, dessen Stiel 
um das Stück x aus ihr hervorragt. 
Sie wie die horizontale Röhre und 
der Ballon seien mit einer incom- 
pressiblen Flüssigkeit von der 
Dichte Q gefüllt. (Siehe Fig. 3.) 
Dann ist dm = — Qfdx, daher 
die Kraft X, welche x zu ver- 
grössern strebt: 



Fig. 3. 
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Ein 35. Eine derartige monocyklische Bewegung, deren In- 

strom üt ein tensität durch die Ableitung einer einzigen Variablen nach 

Monoeykei. ^^^ ^^j^ voUkommen bestimmt ist, ist nach Maxwell ein 

in einem Drahte cirkidirender elektrischer Strom. V misst 
die Geschwindigkeit der Bewegung, wird also jedenfalls mit 
wachsender Stromintensität wachsen; L ist die Kraft, welche 
die monocyklische Bewegung antreibt, wächst also mit wach- 
sender elektromotorischer Kraft. Die Bewegung findet theil- 
weise im umgebenden Aether, möglicherweise auch in um- 
gebenden Eisenmassen etc. statt. Diese Bewegung in der 
Umgebung ändert sich, wenn der Draht seine Gestalt, die 
umgebenden Eisenmassen etc. ihre Lage ändern und zwar 
sollen k die Parameter sein, welche die Gestalt, Lage des 
Drahtes, der Eisenmassen etc. bestimmen. 

Die Geschwindigkeit eines jeden im Drahte oder in der 
Umgebung befindlichen ponderablen oder inponderablen Mas- 
sentheilchens (resp. die Geschwindigkeit an einer bestimmten 
Stelle, durch welche Massentheilchen hindurchwandem), 
soll proportional V sein. Der Proportionalitätsfaktor aber 
wird von der Gestalt des Drahtes und der Lage der um- 
gebenden Körper, also von dem Werthe der Parameter k 
abhängen. Die K sind die Strafte, welche von aussen 
auf das System wirken müssen, um die Werthe von V und 
diesen Parametern constant, respektive gerade in der Weise 
langsam veränderlich zu machen, dass ft' und l" die in den 
Gleichungen angeführten Werthe haben. 

^sind also die ponderomotorischen Kräfte, welche bei 
den in den Gleichungen enthaltenen Werthen von k' und 
/" von aussen auf den stromführenden Draht und die um- 
gebenden Körper wirken müssen, —K die Kräfte, welche 
scheinbar durch die cyklische Bewegung (wie die Centri- 
fugalkraft durch die Kreisbewegung) erzeugt und denen die 
Kräfte + K (Centripetalkraft) das Gleichgewicht halten. 
Ebenso sind L die Kräfte, welche unter denselben Be- 
dingungen von aussen wirken müssen. 

Bewegimg». 36. Wir sctztcu bishcr das System als frei von Be- 

miM«. wegungshindemissen voraus. Damit es einem elektrischen 
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Strome vollkommen analog werde, müssen wir auch solche 
einführen. 

Bewegungshindernisse, welche sich der Veränderung 
der k entgegenstellen würden, wären etwa Keibung der 
Drahtstücke der Stromleitung oder benachbarter Eisenkörper 
bei einer sichtbaren Bewegung derselben und Aehnliches, 
wären also in die K einzubeziehen. Solche dagegen, welche 
der cyklischen Bewegung entgegenwirken und deren Ge- 
sammtbetrag wir mit W bezeichnen wollen, müssen expli- 
cit in die Gleichungen eingeführt werden. 

Sei Z/o die Kraft, welche thätig sein musste, wenn die 
Bewegungshindernisse fehlten und welche also durch Glei- 
chung 6 bestimmt ist, L^ aber die bei Thätigkeit der Be- 
wegungshindemisse noth wendige Kraft; so ist: 

Wenn man daher wieder den Index m weglässt, so erhält 
man beim Vorhandensein der Bewegungshindemisse an Stelle 
der Gleichung 6 die folgende: 

Bleibt die Stromintensität , die Gestalt des Drahtes und die 
Lage der umgebenden Massen, also V und dT:dV constant, 
so ist daher L = W. Dann wird aber die elektromotorische 
Kraft durch das Ohm 'sehe Gesetz bestimmt. 

Würden wir also voraussetzen, dass L einfach der 
elektromotorischen Kraft, /' der Stromstärke proportional ist, 
so müsste, um der Erfahrung zu genügen: 

W=Vx const. 
gesetzt werden. Wir müssten also annehmen, dass die Ge- 
genkraft der Bewegungshindemisse der Geschwindigkeit der 
Bewegung, also der Stromstärke proportional ist. Obige 
Annahme ist zwar die einfachste, über ihre Berechtigung 
kann aber nur durch Zuziehung weiterer Erfahrungsthat- 
Sachen entschieden werden, welche am passendsten der 
Wechselwirkung zweier elektrischer Ströme entnommen 
werden. 
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Vierte Vorlesung. 

Bicykel. Absolute Strommessung. 



Bicykein. 37 g^j jj^j ßjjj Sygtem gegeben, das aus beliebig 

vielen Massentheilchen m^ , m^ . . . nip mit den Geschwindig- 
keiten t?j, v^ . . .Vp besteht. Die Position jedes Massen- 
* theilchens sei durch beliebig viele langsam veränderliche 
Parameter k^, k^ . , , kn und durch zwei cyklische Coordi- 
naten Zj, l^ bestimmt, deren Ableitungen nach der Zeit wir 
mit l\ und V^ bezeichnen. 
Es sei wieder: 

9) Vi = ail\ + hl\j (t = 1, 2 . . p) 

{Vi bezeichnet eventuell die Geschwindigkeit an einer be- 
stimmten Stelle des Baumes, wo fortwährend Massentheil- 
chen nii passiren). Setzt man daher: 

t=p issp i=p 

10) -4 = 2 m< Oi*^ JB = 2 ^<*<^ G=^mi a< bi, 

»=i i=i t=i 

80 wird 

11) T^p\>+^l',» + Ci\i;. 
Die Momente sind: 

Aj = ■^=:Al\ + Gl\, X^=z —=: Gl\ + Bl\ , 
und man erhält die Bewegungsgleichungen: 



12) 



2 






dk 2 dk 2 dk ^^ dk 

Hier sind die L die Kräfte, welche die beiden cyklischen 
Coordinaten zu vergrössern suchen, K dagegen die Kräfte, 
welche irgend einen der Parameter k zu vergrössern streben. 
TTj und W^ aber ist der Gesammtbetrag der Bewegungshinder- 
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nisse, welche bei Verändenmg der ersten, resp. der zweiten 
cyklischen Goordinate auftreten. Es wird vorausgesetzt , dass 
der Mechanismus, welcher die Bewegung von den Antriebs- 
punkten auf die einzelnen Massen überträgt, ohne Bewe- 
gungshindemisse ist und nur die Bewegung der Antriebs- 
punkte selbst solche erfährt, so dass W^ bloss Funktion 
der Bewegung des ersten, W^ des zweiten Antriebspunktes 
ist, nicht aber die Bewegung des ersten Antriebspunktes 
auch auf W^ von Einfluss ist, oder umgekehrt. 

88. Diese Gleichungen sind ganz allgemein. Wie immer Beupieu von 
die Massen beschaffen sein mögen, deren Bewegung uns als 
elektrischer Strom erscheint, wie complicirt auch ihre Ver- 
bindungen seien , wie immer der Charakter dieser Be- 
wegungen selbst gestaltet sein mag: wenn es nur cyklische 
sind, die den Grundprincipien der Mechanik gehorchen; 
jedes Mal müssen sie die obigen Gleichungen erfüllen, welche 
ja eine unmittelbare Consequenz jener Grundprincipien sind. 
Doch um uns den physikalischen Sinn dieser Gleichungen 
möglichst zu veranschaulichen, wollen wir zunächst ihre 
Anwendung auf specielle Fälle zeigen. Wir könnten da 
Flüssigkeitsströme in in sich zurücklaufenden Kanälen, 
Prozesse, wo stete Verdampfung und Wiedercondensation, 
chemische Verbindungen und Dissociation, Elektrolyse etc. 
stattfindet, wählen. Doch wird es sich offenbar empfehlen, 
zuvörderst ein denkbar einfaches Beispiel zu betrachten. 
Zwei von einander unabhängige nebeneinanderstehende Ap- 
parate, jeder so. beschaffen, wie der in Fig. 1, Art. 17 dar- 
gestellte, würden den Bedingungen, die wir jetzt aufstellten, 
genügen; allein da würden gerade die Glieder, welche das 
Zusammenwirken beider ausdrücken und auf die es uns jetzt 
am meisten ankommt, fehlen. Deshalb wollen wir das fol- 
gende ideale Modell betrachten. 

39. Drei coaxiale Röhren sollen übereinander stehen; idealer 
passende Verjüngungen der mittleren sollen ein klein 
wenig in die oberste und unterste hineinragen und darin 
reibungslos drehbar sein, während die oberste und un- . 
terste so getragen werden , dass sie keiner anderen 
Bewegung als einer Drehung um ihre Axe fähig sind (vgl. 
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vor. 



Fig. 4. 



Fig. 4). Jede der drei Röhren trage eine Masse, m^ zu oberst, 
m^ zu Unterst, m^ in der Mitte, welche genau wie die Masse 
der Fig. 1 Art. 1 7 beweglich und von einem Faden gezogen 
ist. Alle drei Fäden ragen aus der untersten Röhre her- 
Die Distanzen der Massen von der Axe seien r^, r^, r^. 

Die oberste und un- 
terste Röhre sollen 
genau wie die Röhre 
der Fig. 1 durch eine 
Kurbel drehbar sein. 
Das mittlere Rohr 
aber soll mit ihnen 
in der folgenden Weise 
verbunden sein: Das 
oberste und unterste 
Rohr tragen je eine 
zu ihrer Axe senk- 
rechte Scheibe , das 
mittlere aber eine zu 
seiner Axe senkrechte 
Stange, an welcher 
eine zur Stange senk- 
rechte Scheibe dreh- 
bar befestigt ist, die 
die beiden anderen 
Scheiben berührt und 
darauf ohne Reibung 
und Gleitung rollt. 
Die Abhängigkeit der 
Bewegung des mitt- 
leren Rohres von den 
beiden anderen fin- 
det man leicht durch 
folgende üeberlegung: Wenn das obere und untere Rohr beide 
um den gleichen Winkel im selben Sinne gedreht werden, 
so dreht sich dabei auch das mittlere Rohr im selben Sinne 
um den gleichen Winkel, die dritte Scheibe jedoch dreht 
sich dabei gar nicht. Wird dagegen das obere und untere 
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Bohr um den gleichen Winkel im engegengesetzten Sinne 
gedreht, so dreht sich die mittlere Scheibe, aber ihr Mittel- 
punkt und daher auch das mittlere Rohr bewegt sich nicht. 
Wird daher das obere Rohr um einen beliebigen Winkel Z^, 
das untere im gleichen Sinne um einen beliebigen anderen 
Winkel l^ gedreht, so kann man sich die Sache immer so 
vorstellen, als ob zuerst beide Rohre im selben Sinne um 
den Winkel (^ + ^2) • 2? hernach aber das obere wieder im 
selben Sinne um den Winkel (Z^ —l^):2, das untere da- 
gegen im entgegengesetzten Sinne um denselben Winkel 
(Zj— Zg) : 2 gedreht worden wäre. Nur der erstere Process 
dreht das mittlere Rohr und zwar um den Winkel (/^ + l^) : 2. 
Es ist also die Drehung und daher auch die Winkelgeschwin- 
digkeit des mittleren Rohres immer das arithmetische Mittel 
aus der der beiden anderen. 

Wird also alles Uebrige als massenlos vorausgesetzt, GMchungm 
SO besteht das System nur aus drei Massen m^, m^^ m,, Miben. 
und ist durch die beiden cyklischen Coordinaten l^, l^ und 
die drei langsam veränderlichen Parameter r^, r^, r^ voll- 
kommen bestimmt. Die Geschwindigkeiten der Massen sind: 

Es ist also in Formel 9 und 10 zu setzen: 

«1 = ^1. «2 = ^ = ^> h = ^2> ^3 = *s = *'3 • 2, 
was liefert: 

oder wenn man noch behufs möglichster Vereinfachung der 
Formeln die oberste und unterste Masse untereinander 
gleich (= w), die mittlere aber vier Mal so gross annimmt: 

Denken wir uns diese Werthe in die Formeln 12 eingesetzt, 
so erhalten wir also die Bewegungsgleichungen unseres Sy- 
stems. TTj, TTg sind die Kräfte, welche die Bewegungs- 
hindemisse der Drehung der obersten und untersten Röhre 
entgegensetzen (z. B. Reibung in den Lagern) , während alle 
anderen Bewegungen als frei von Bewegungshindernissen 
vorausgesetzt werden. 
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DUeutsion. 40. Wir wollen zunächst der oberen Bohre mittelst 

der oberen Kurbel eine beliebige vorgeschriebene Bewegung 
ertheilt denken und uns fragen, welche Kraft L^ dabei auf 
die untere Kurbel wirken muss, damit die untere Röhre 
stets in Ruhe bleibt. Da die untere Röhre sich nicht be- 
wegt, so ist Tg = o; aber dieselbe kann offenbar, wenn sie 
ruht, auch keinen Widerstand erfahren, weshalb auch 



1^2 = und 



i. 



- .4 K) 



ist. So lange daher die r unverändert bleiben und auch die 
Geschwindigkeit des ersten Rohres sich nicht ändert, wirkt 
auf die zweite Kurbel keine Kraft, wächst dagegen die Ge- 
schwindigkeit der ersten Röhre, so muss auf die zweite 
Kurbel, um sie ruhig zu erhalten, eine Kraft im gleichen 
Sinne wirken, deren Intensität proportional dl\ : dt und pro- 
portional dem Coefficienten C ist (inducirte elektromotorische 
Kraft). Fehlte jene Kraft, so würde sich die zweite Röhre, 
während des Wachsthums der Geschwindigkeit der ersten, 
im entgegengesetzten Sinne drehen (inducirte Drehung). Das 
Entgegengesetzte gilt, wenn die Geschwindigkeit der ersten 
Röhre abnimmt. 

Einen gleichen Effekt hat aber bei constanter Dre- 
hungsgeschwindigkeit der ersten Röhre ein Anwachsen oder 
Abnehmen von C durch langsame Handhabung des r^ regu- 
lirenden Fadens. Im ersten Fall tritt eine entgegengesetzte, 
im letzten eine gleichsinnige Drehung der unteren Röhre auf, 
beide sind proportional l\ und dC: dt 

Die Analogie mit zwei elektrischen Strömen ist eine 
vollständige. Ä ist der Selbstinductionscoefficient der er- 
sten, B der der zweiten, C der wechselseitige Inductions- 
coefficient beider Strombahnen. 

Die Analogie geht noch weiter. Gemäss der letzten 
der Gleichungen 12 wirken auch Kräfte auf die Parameter, 
von denen die Werthe von Ä, B, G abhängig sind (auf die 
Fäden). Die Intensität derselben ist für in Ä enthaltene 
Parameter l\^, für in B enthaltene Parameter l\^, für in 
C enthaltene aber dem Produkte l\l\ proportional und 
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superponirt sich für solche Parameter, die in mehreren der 
Grrössen Ä, B, C vorkommen. Wenn l\ und V^ gleichbe- 
zeichnet sind und C beim Wachsthum des Parameters 
wächst, so ist, um ihn constant zu erhalten, eine Aussen- 
kraft nothwendig, die ihn zu verkleinem sucht. 

41. Dasselbe gilt auch von zwei elektrischen Strömen. ^- ^'f^ 
Wenn bei Aenderung irgend einer Coordinate sich der Selbst- <"*««?»• ?«/*- 

<->• 1 • nihon der 

inductionscoefficient des ersten resp. zweiten Stromkreises stTtminten- 

^ ntdi). 

ändert, wirkt darauf eine dem Quadrate der Intensität 
des ersten , resp. des zweiten Stromes proportionale ponde- 
romotorische Kraft; wenn aber der wechselseitige Induc- 
tionscoefficient Funktion dieser Coordinate ist, so wirkt dar- 
auf eine dem Produkte beider Stromintensitäten proportio- 
nale Kraft; ändern sich endlich bei Veränderung der Coor- 
dinate mehrere dieser Coefficienten gleichzeitig, so addiren 
sich auch die betreffenden Kräfte. 

Wir genügen also nur dann der Erfahrung , wenn wir 
annehmen, dass die Stromintensitäten in der That den Ge- 
schwindigkeiten V der Antriebspunkte proportional sind. 
Oder besser gesagt, wir definiren die Stromintensität so, 
dass die erstgenannten Kräfte ihren Quadraten, die letzt- 
genannte aber ihrem Produkte proportional werden. Wir 
denken uns einen ein für alle Mal unveränderlichen Strom 
gegeben und in die Nähe einen bewegUchen Stromleiter 
gebracht. Wollen wir die Intensität zweier anderer elek- 
trischer Ströme mit einander vergleichen, so schicken wir 
durch jenen Stromleiter zuerst einen Strom von gleicher In- 
tensität, wie der erste; dann einen Srom von gleicher In- 
tensität wie der zweite. Das Verhältniss der ponderomo- 
torischen Kräfte, die derselbe (natürlich immer die gleiche 
Gestalt und relative Lage zum ersten Strom vorausgesetzt) 
in dem einen und anderen Falle erfährt, giebt das ge- 
wünschte Verhältniss der Stromintensitäten. Dieses Ver- 
fahren fäUt übrigens, wenn man permanente Magnete als 
Aggregate unveränderlicher Molekularströme auffasst, mit 
der Strommessung durch die Tangentenbussole zusammen. 
Vorausgesetzt ist dabei natürlich noch, dass man durch 
Elektrolyse oder eine andere Wirkung die Gleichheit des 
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Fig. 5. 



Stromes im beweglichen Stromleiter mit je einem der zu 

messenden constatiren kann. 

42. Wollen wir eine Einheit der Stromintensitat de- 
äwÄe^ finiren, so ist es bei unserem augenblicklichen Standpunkte 

nicht gut , von dem BegriflFe eines 
permanenten Magnets auszugehen. Wir 
denken uns vielmehr zwei sehr lange 
parallele Ströme in der Entfernung a 
Fig. 5. Sei dx ein Element des einen, 
dx' eines des anderen Stromes, r deren 
Entfernung, t, i' die im magnetischen 
Maasse gemessenen Stromintensitäten, so 
ist die Anziehung der beiden Elemente 
nach dem Ampere'schen Gesetze, wenn 
beide sich in atmosphärischer Luft be- 
finden: 



do^ 




14) p = 



iü dx dx' 



[2 cos {ßx, dx) — 3 cos (r, dx) cos (r^ dx')"]. 



Sucht man die Componente q dieser Kraft senkrecht zu den 
beiden Strömen und substituirt für die Cosinus ihre Werthe, 
so findet man, wenn x die Entfernung des Elementes dx 
von der Projektion des Elementes dx auf den Stromleiter, 
dem dx angehört, bedeutet: 

q = %% adxdx l-g 'iÄ~]'^ ** aaxax l-g H g — I. 

Die gesammte Kraft Q, welche der eine Draht auf die Län- 
geneinheit des zweiten ausübt, findet man, wenn man be- 
züglich dx von —00 bis +00 integrirt und dx= 1 setzt. 
Wegen 

44^1 = 4 44) = -"'-''"' 



r» 



ergiebt sich 



= 



2iV 



a 



Wir wollen uns also die beiden sehr langen Drähte, in dem 
Normalmedium (atmosphärischer Luft) befindlich, von zwei 
Strömen von der gleichen Intensität durchflössen und letz- 
tere so gewählt denken, dass, wenn sich die Drähte in 
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der Entfernung eines Centimeters befinden, jeder auf die 
Längeneinheit des anderen gerade die Anziehungskraft zweier 
Dyne ausübt. Für einen Strom von solcher Intensität 
setzen wir f = 1 , dann können wir fiir beliebige Strome t 
durch eine Zahl ausdrücken und wissen, dass wir uns mit 
dem sonst als magnetischen Strommaasse bekannten Maasse 
im voUctol Einklänge befinden. 

43. Wir betrachten nun einen einzigen unveränder- <• J^rfah- 
liehen Strom von der Intensität V (wie wir bereits sagen jouw» Ge. 

CLUrienj. Mng von to. 

Für diesen ist nach Gleichung 8: L = TF. Die wäh- 
rend der Zeit St geleistete Arbeit ist: LSl=^ Wl'St; die in 
der Zeiteinheit geleistete Arbeit ist also WV. 

Wenn dieser Strom sonst keinerlei Arbeit leistet, muss 
dieselbe als Wärme auftreten. Wir nehmen nun als aus 
der Erfahrung gegeben an, dass unter diesen Umständen 
die erzeugte Wärme in Arbeitsmaass gemessen gleich coT^ " 
ist, wobei (o eine Constante der Leitungsbahn ist, welche 
wir den im magnetischen Maass gemessenen Widerstand 
nennen. Durch Messung der bei gemessener Strominten- 
sität in einem Leiter auftretenden Wärme kann derselbe 
immer experimentell bestimmt werden. Damit der obige 
Ausdruck hiermit im Einklänge sei, muss 

15) W=:(üV, 

also die Gegenkraft der Bewegungshindemisse proportional 
der Stromintensität oder der Geschwindigkeit V des An- 
triebspunktes sein. Es wäre passender, die Constante <» 
als den Widerstandscoefficienten oder den Widerstand be- 
zogen auf die Stromeinheit zu bezeichnen, da er ja mit V 
multiplicirt werden muss, um den thatsächlichen, von den 
Bewegungshindernissen herstammenden Widerstand W zu 
liefern.^) Es ist aber üblich, co kurz als den galvanischen 
Leitungswiderstand zu bezeichnen. 

44. Mit Eücksicht auf 15 liefert die erste Gleichung ohm's 

j . A -x'i 1 Gesetz UtCon- 

des vorigen Artikels «egwe»« «n*«- 

Y y rer Annah- 

' -^ — 03 1 j «nen. Messung 

von L. 

^) Eine ähnliche Bemerkung hat schon Hankel gemacht, sächs. 
Ges. V. 14. Nov. 1889, S. 382; Wied. Ann. 1890, Bd. 39, S. 369. 
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woraus in bekannter Weise L jedesmal experimentell be- 
stimmt werden kann. Wir sind also in vollster Ueberein- 
Stimmung mit der Erfahrung, wenn wir L als die elektro- 
motorische Kraft, in magnetischem Maasse gemessen, definiren, 
und zwar ist L die äussere, durch galvanische Elemente, 
Thermoelektricität etc. gelieferte elektromotorische Ejaft, 
während die elektromotorische Kraft der Induction durch 
das erste Glied der rechten Seite der beiden ersten Glei- 
chungen 12 dargestellt wird. 



Fünfte Yorlesung. 

Bewegungshindernisse im Dielektricum. Zwei 
Stromkreise mit Condensatoren. Messung der 

übrigen Grössen. 



Widerstand 45. Wir kchreu nun zu unserem Modelle zurück. Da- 

am Modell. 

mit für dasselbe die Gleichung 15 gelte, müssen wir an- 
nehmen, dass der Widerstand W nicht von einer Eeibung 
der obersten und untersten Röhre in ihren Lagern herrührt, 
sondern etwa von Windflügeln, die sich so in einem wider- 
stehenden Mittel bewegen, dass sie einen ihrer Geschwindig- 
keit proportionalen Widerstand finden. Um aber vollkom- 
mene Allgemeinheit zu erzielen, muss hierzu noch ein an- 
derer Widerstand kommen. 
^«"Sl ^®* ^^'^ nämlich die Stromleitung irgendwo auf- 

wid^Hatrk geschnitten ist, und die beiden Enden mit den beiden Be- 
rn DieUktri- ° ' 

AM». legungen eines Gondensators verbunden sind, so lehrt die 
Erfahrung, dass dem Strome ein Widerstand entgegenwirkt, 
welcher der Ladung des Gondensators proportional ist; diese 
ist wieder dem Integralstrome 

proportional. Es muss also dann W noch ein zweites Glied 
i?Z enthalten, wobei i^* eine neue Gonstante ist, deren reci- 
proken Werth wir als die im magnetischen Maasse gemes- 
sene Gapacität des Gondensators bezeichnen. 




47.] Verhalten der Dielektrica. 33 

Am Modelle könnte dieser Widerstand in folgender 
Weise dargestellt werden. Wir denken un3 das eine Ende 
A einer elastischen Schnur an dem obersten resp. untersten 
Rohre, dessen Querschnitt in Fig. 6 durch den grossen Kreis 
dargestellt ist, das an- 
dere Ende (im unaufge- ^^S- ^• 
wickelten Zustande ohne 
Spannung) an einem in 
gewisser Entfernung be- 
findlichen Fixpunkte B 
fest gemacht. Die ela- 
stische Schnur läuft un- ^"" ^ 

mittelbar am Rohre rei- 
bungslos zwischen zwei sehr kleinen Rollen hindurch. Bei 
Drehung des Rohres wickelt sie sich auf dasselbe auf und 
übt vermöge ihrer Spannung auf das Rohr eine der Drehung 
entgegen wirkende Kraft aus, welche dem Drehungswinkel 
proportional ist. 

47. Es muss hier bemerkt werden, dass durch Ein- 3. Hypothese. 

' Ergänzung 

fuhrung des Widerstandes ß-l die Bewegung aufhört im ^»^^-Erfah- 
strengen Sinne cyklisch zu sein, da ja die Auffindung der ela- 
stischen Schnur auf die Axe kein cyklischer Vorgang ist; allein 
da ausser diesem Vorgang alle übrigen Bewegungen cyklisch 
sind und genau so verlaufen, wie sie bei blossem Vorhanden- 
sein des Widerstandes col' sich abspielen, so kann wohl kein 
Zweifel bestehen, dass unsere Gleichungen anwendbar bleiben. 
Dieselbe Annahme muss natürlich auch für die Elektri- 
citätsbewegung in Dielektricis gemacht werden. Diese ist 
selbsverständlich wieder eigentlich nicht cyklisch, da sie nur 
kurze Zeit in gleich gerichtetem Sinne bestehen kann, wenn 
nicht das Dielektricum unendlich stark polarisirt werden soll. 
Allein wir nehmen an, dass sowohl die Bewegung im Innern 
des Dielektricums als auch die dadurch erzeugte Bewegung 
im umgebenden Aether (nur während kürzerer Zeit) genau so 
geschieht, wie sie in einem Leiter dauernd in vollkommen 
cyklischer Weise vor sich geht. Es wird dies zur Folge 
haben, dass mit Ausnahme des veränderten Ausdrucks für W 
auf beide Fälle dieselben Gleichungen anwendbar sind. 

Boltzmann, Vorlesungen. 3 
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Gleichungen 48. Nehmen wir an, es seien sowohl an der oberen 

truehen^oa- als auch an der unteren Röhre sowohl Windflügel als auch 
eme elastische Schnur befestigt, so lauten die Bewegungs- 
gleichungen unseres Systems: 



16) 






dt 
^" 2 dk 2 dk ^^^dk ' 

Genau dies sind auch die Gleichungen für 2 Strom- 
kreise mit den Stromintensitäten l\ und V^ und den Wider- 
ständen (öj und (»2? wenn in jedem derselben ein galvani- 
sches Element von der elektromotorischen Kraft Z/^ resp. 
Z/2 und ein Condensator von der Capacität 1 : &^ resp. 1 : &^ 
eingeschaltet ist.^) Ay B sind die Selbst-, G der wechsel- 
seitige Induktionscoefficient der Stromkreise. Es muss als 
ein Vorzug der Maxwell' sehen Theorie bezeichnet werden, 
dass wir diese für die Praxis so wichtigen Gleichungen, 
welche sonst erst als Consequenz der gesammten Theorie 
der Elektrodynamik und Induktion auftreten, gleich zu An- 
fang aus den wenigen beigezogenen Erfahrungsthatsachen 
und Hypothesen erhalten. Die grosse logische Schärfe der 
Maxwell'schen Theorie äussert sich eben darin, dass wir 
nicht alle Erfahrungsthatsachen auf einmal voranzustellen 
brauchen, sondern jedesmal bei Hinzuziehung einer neuen 
Thatsache sogleich alle Resultate gewinnen, welche sich aus 
den bisher beigezogenen Erfahrungsthatsachen überhaupt 
folgern lassen. 

Die Gleichungen 16 könnten mit der grössten Leich- 
tigkeit auf ein System von mehr als 2 Stromkreisen aus- 
gedehnt werden, sie erschöpfen dann vollständig die Theorie 
der Selbstinduktion, wechselseitiger Induktion und elektro- 
dynamischer Wechselwirkung, so lange die Stromschwan- 



^) Thomson, phil. mag. (4)^ 5, S. 393; Helmholtz, Pogg. Ann. 
83, S. 505, 91, S. 258, 427; Wiedemann, Lehre von der Elektr. 
IV. Bd. S. 166. 
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knngen so langsam sind, dass die Stromintensität zu einer 
gegebenen Zeit in allen Längen- und Querschnittelementen 
je eines geschlossenen Stromleiters gleich vorausgesetzt 
werden kann. Um sich aber von dieser Beschränkung frei 
zu machen, um die Abhängigkeit der Coefficienten A, B, C 
von den Abmessungen der Drähte, endlich um die Elektri- 
citätsbewegung in körperlich ausgedehnten Leitern zu finden, 
ist die Zuziehung weiterer Erfahrungsthatsachen erforderlich, 
welche wir auf eine spätere Vorlesung versparen wollen. 

49. Die vollkommene Identität der Gleichungen für Bedeutung 

-> *=* de* Modells 

unser mechanisches System mit denen für 2 Stromkreise, »» ^ Th^ 
ist keineswegs etwa eine bloss zufallige, sondern vielmehr 
eine im Wesen begründete, da ja sowohl unser mechanisches 
System als auch die beiden Stromkreise nach unserer Vor- 
aussetzung genau derselben Elasse von Mechanismen an- 
gehören, wenn auch Hülfsmittel und Form der Ausführung 
die denkbar verschiedensten sind. Aus dieser Identität des 
mechanischen Grundtjrpus ist auch die vollkommene Analogie 
zwischen dem Ablaufe der elektrischen Oscillationen und 
der Bewegung höchst einfacher Mechanismen z. B. ge- 
dämpfter Pendel erklärlich. 

Natürlich ist der Mechanismus der elektrischen Ströme 
nicht nur vollständig von solchen einfachen Mechanismen 
verschieden, sondern auch uns vollkommen unbekannt; wir 
haben also hier eigentlich die Theorie einer Bewegung auf- Theorie einer 
zustellen, deren Mechanismus uns ganz unbekannt ist, ja Bewegung. 
vieUeicht in einer uns noch ganz unvorstellbaren Weise von 
allen Mechanismen abweicht, die wir aus festen Stangen, 
incompressibeln oder elastischen Flüssigkeiten, fernwirkenden 
Anziehungscentren u. s. w. construiren können. 

Deshalb sind wir gezwungen, andere uns bekannte 
Mechanismen zur „dynamischen Illustration" nebenher zu 
betrachten, und wir sind überzeugt, dass alles, was noth- 
wendige Consequenz der Grundgleichungen der Mechanik 
ist, nicht bloss von unseren Modellen, sondern ebenso auch 
von dem elektrischen Mechanismus gelten wird. 

So fremdartig daher auch die Theorie einer Bewegung 
erscheint, von der wir keine Vorstellung haben, so habe ich 
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doch schon am Ende der zweiten Vorlesung erörtert, dass 
der Unterschied zwischen der Methode unserer Theorie und 
der vieler älteren Theorien vielleicht bei weitem nicht so 
gross ist, als es auf den ersten Anblick scheinen mag. 



DUcuMUm Es wäre einladend, sofort die praktische Anwendung 

gen'ie. Abt Gleichungcu 16 in allen Details zu diskutiren und so 
auch die speciellen Anwendungen in unsere Vorlesungen auf- 
zunehmen, damit gerade dem Praktiker das Studium der 
alten Theorien, welche für den Theoretiker immer von 
grossem Interesse bleiben werden, ganz erspart bleibe. 
Allein dies ist hier nicht meine Absicht, ich muss also be- 
züglich der praktischen Anwendung auf die alten Lehrbücher 
verweisen; nur wenige für unsere Theorie unentbehrliche 
Anwendungen dieser Gleichungen sollen hier gemacht werden. 
Zuvörderst soll die Gleichung, welche das Princip der Er- 
haltung der Arbeit ausdrückt, aus den Gleichungen 16 ab- 
geleitet werden. 

50. Die Arbeit, welche durch die äusseren elektro- 
motorischen Kräfte, während der Zeit St in das System 
hinein gesteckt wird, ist: 

SQ = L^Sl^ + L^Sl^ = {L^l\ + L^l\)St. 

Am Modelle ist dies die Arbeit, welche geleistet wird, 
während sich die beiden Kurbeln in der Zeit St um die 
Winkel Slj^ und Sl^ mit den Winkelgeschwindigkeiten l\ und 
l\ drehen und darauf die Kräfte Z/j und L^ in der Bewe- 
gungsrichtung derselben wirken. 

Substituirt man hier für Z/j und L^ deren Werthe aus 
den Gleichungen 16, so erhält man eine Anzahl von Glie- 
dern, welche wir jetzt der Reihe nach aufzählen und durch 
dem SQ beigefügte Indices unterscheiden wollen. Die mit 
den Faktoren ö? behafteten Glieder liefern: 



ErJtaltung 
der Arbeil, 



Joule'sehe 
Wärme, 



17) SQ^ =^[w^l\^ + w^l\^)St. 

Diese Arbeit wird beim Modelle an den Windflügel 
in Wärme umgesetzt und ist beim elektrischen Strome die 
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Joule' sehe Wärme. Die mit den Faktoren & behafteten Auf Duuk- 
(rlieaer lieiern: brauchte Ar- 

®i — ^1 ^1 ^^^ ®2 = ^2 h ^^^^ ^^® Gegenkräfte der 
dielektrischen Polarisation. Diese Arbeit wird im Modelle 
auf Spannung der elastischen Schnüre, beiden elektrischen 
Phänomenen auf Erzeugung dielektrischer Polarisation ver- 
wendet. 

Die Gesammtsumme, welche alle übrigen Glieder liefern, 
kann als die Summe zweier Ausdrücke d 0« und S Q. dar- -4«««**»:« ^'- 
gestellt werden, indem man setzt: 

SQ^==^-dA + ^f SB + l\ l\ 80 
19) - 



__^ll\^ dA l\^ dB ,y ÖCW 



tiMkt Ener- 



Dies ist am Modell derjenige Betrag der durch die 
Kurbeln in das System hineingesteckten Arbeit, welcher 
auf Hebung der an den drei Fäden angehängten Lasten bei 
Verschiebung der drei Massen m^ , m^ , m^ verwendet wird ; 
bei elektrischen Strömen derjenige Theil der von der 
Batterie gelieferten Energie, welcher bei sichtbarer Massen- 
bewegung die zur Ueberwindung der ponderomotorischen 
Kräfte erforderliche Arbeit leistet. Endlich setze man: EitTctroki^ie- 

iiaclu E 

20) JO4 = 8T, gie, 
wobei: 

21) i 

am Modelle die lebendige Kraft der drei Massen m^, m^, 
Wg, bei den elektrischen Phänomenen aber die lebendige 
Kraft derjenigen Bewegung ist, welche in ihrer Gesammtheit 
den elektrischen Strote ausmacht und theils im durchströmten 
Drahte, theils im umgebenden Medium ihren Sitz hat. Wir 
wollen sie als die elektrokinetische Energie bezeichnen. 



(T=^A + ^B+l\l\C 
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Wissen wir auch weder über das Bewegte noch über die 
Art der Bewegung irgend etwas, so wissen wir doch, dass 
die lebendige Kraft dieser Bewegung einen bestimmten end- 
lichen Werth hat, den wir in einem vorliegenden Falle be- 
rechnen können, der bei Entstehung des Stromes aus der 
chemischen Energie des galvanischen Elementes oder aus an- 
deren uns bekannten Arbeitsquellen entnommen und beim 
Verschwinden des Stromes wieder in Wärme oder andere uns 
bekannte Energieformen zurückverwandelt wird. Dies wird 
noch klarer an den speciellen Fällen, zu denen wir jetzt 
übergehen wollen. 
Meamt^ wm 51, gei nur ein Stromkreis ohne Condensator vorhanden, 

seine Gestalt und die Lage etwa in der Nähe befindlicher 
Eisenmassen sei unveränderlich; dann liefern die Gleichungen 
16 für denselben: 

Haben wir zu Anfang einen gegebenen constanten 
Strom Z'« und lassen zur Zeit Null plötzlich die elektro- 
motorische Kraft aufhören, so dass dann L = wird, so folgt: 

Die Elektricität bewegt sich also wie eine träge Masse 
bei einem der Geschwindigkeit proportionalen Widerstand 
z. B. eine in einer Röhre strömende Flüssigkeit, nur dass 
ihre gesammte Trägheit auch von der Gestalt des Strom- 
leiters abhängt, namentlich durch spiralige Aufwicklung des- 
selben bedeutend vermehrt wird, was in dem Umstände be- 
gründet ist, dass das umgebende Medium an der Bewegung 
participirt. Natürlich muss sich, wenn die Bewegung der 
Elektricität aufgehört hat, deren anfängliche elektrokinetische 
Energie A, (r«)^ : 2 (nach Gleichung 21) in Wärme verwandelt 
haben. In der That hat die erzeugte Wärme: 



OD 

ay-^dt 





QU 



(vergl. Gleichung 17) diesen Werth. 



52.] Experimentelle Bestimmung von Ä, w, 0. 39 

Experimentell kann am leichtesten durch den Impuls 
auf einen anderen bekannten Strom oder einen permanenten 
Magnet das Integral: 



/' 



00 



Vdt = 







bestimmt werden und hieraus kann, da V^ und m ebenfalls 
experimentell bestimmbar sind, Ä gemessen werden. 

Wäre auch ein Condensator in der Strombahn, so be- Mwung von 
käme man nach Aufhören der elektromotorischen Kraft die 
Gleichung: 

welche auch für die Schwingungen einer gedämpften Mag- 
netnadel gilt. Nach dieser Gleichung wurden alle bisher 
beobachteten elektrischen Oscillationen von Feddersenbis 
Hertz ^) berechnet. Dieselbe kann zur experimentellen Be- 
stimmung von & dienen, wobei wir noch das Produkt 
Vi, wenn darin V = \ und ^ = 1 ist, vorläufig die magnetisch 
gemessene Elektricitätsmenge 1 nennen, natürlich ohne uns 
dabei weiter etwas zu denken. 

52. Es seien nun wieder zwei Strombahnen von un- Mtuwag «m 
veränderlicher Gestalt gegeben; zu Anfang der Zeit sollen 
darin die Stromintensitäten l\^ und l\^ bestanden haben. 
Da hören plötzlich die äusseren elektromotorischen Ejräfte 
auf und es wird daher: 

Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 



^) Kirch hoff, lieber die Beweg, d. El. in Drähten. Pogg. Ann. 
Bd. 100, S. 193, 351, 1857. Schiller, Pogg. Ann. 152, S. 535, 1874. 
L. Lorenz, Wied. Ann. 7, S. 161, 1879. Colley, Wied. Ann. 26, 
S. 432, 1885, 28. S. 1, 1886. Hieke, Wien. Ac. 96, S. 134, 1887. 
Oberbeck, Wied. Ann. a. a. Bd. 21, S. 139, 1884. Lodge, Ueber 
Inductionswaage, phil. mag. Febr. 1880. Lodge, Hertzsche Schwin- 
gungen. Lond. phys. soc. Bd. 10, S. 150, 1889. Lech er, Wien. Ac. 
Bd. 99, S. 357, 1890. 
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Fünfte Vorlesung. 



[53. 



Andere Schal- 
tungen von 
Cond. und 

Widerstand. 



{m,l\''+w^l\^)dt 



= '^(4''x 



B 
2 



^+^-iV+ Ol 






Die linke Seite ist die während dt entwickelte Wärme ; 
dieselbe wird also bloss auf Kosten der gesammten elektro- 
kinetischen Energie erzeugt und ist gleich der Abnahme 
der letzteren während derselben Zeit» 

Integriren wir die letzte der Gleichungen 22 bis zu 
einer sehr späten Zeit, zu welcher l\, V^ die Werthe l\^j 
l'^ haben sollen, so erhalten wir: 

Um C zu bestimmen erhalten wir anfangs durch längere 
Zeit l\ constant gleich Tj", während im zweiten Stromkreise 
keine elektromotorische Kraft wirkt, so dass Tg« = ist. 
Dann entfernen wir plötzlich auch aus dem ersten Strom- 
kreise die elektromotorische Kraft und bestimmen experi- 
mentell den Integralstrom im zweiten Stromkreise J l\dt 
über eine genügend lange Zeit erstreckt. Da nach einer 
solchen jedenfalls beide Ströme aufhören, so ist l\^ — V^^ 

= also: 

Cl\°' =^cü.J l\ di, 

woraus C experimentell bestimmt werden kann. 

Da wir nun auch alle Constanten experimentell be- 
stimmt haben, so herrscht über die Gleichungen volle 
Klarheit. Alle diese Consequenzen können daher schon 
aus den wenigen bis jetzt zugezogenen Thatsachen und 
Hypothesen abgeleitet werden. 



Fig. 7. 





mw 



53. Die Gleichungen 16 gelten, falls 
Condensator und Widerstand hintereinan- 
der in die Stromleitung eingeschaltet sind, 
wie Fig. 7 zeigt. Es ist dies die prak- 
tisch weitaus am häufigsten angewendete 
Schaltung; doch sind andere Schaltungen 
offenbar nicht ausgeschlossen. Es könnten 
z. B. in jedem Zweige Condensator und Wi- 
derstand nebeneinander geschaltet sein 
(Fig. 8). Dann hätte man eigentlich vier 
separate Zweige und es könnte die Strom- 
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Andere Schaltungen. 
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stärke, wenn die Capacität des Condensators eine sehr 
grosse ist, in allen vier Zweigen verschieden sein. Doch 
erhält man in verschie- 

Fig. 8. 



Fig. 9. 






n 
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rvV-@^ 
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n. 




denen speciellen Fällen 
Gleichungen von der- 
selben Einfachheit, z. B. 
wenn in der Leitung 
von der Batterie zum 
Condensatorlnduktions- 
coefficient, Widerstand 
und Capacität ver- 
schwinden. Bezeichnet 
man dann mit l\ und 
/'g die Stromstärken in 
den Zweigen , welche 
die Widerstände ent- 
halten und wo die elek- 
tromotorischen Kräfte 
der Induktion wie zahl- 
reiche, in je eine Windung eingeschaltete galvanische Ele- 
mente von kleiner elektromotorischer Kraft wirken, mit n^ 
und ?^2 die Condensatorladungen, und mitLj, L^ die elek- 
tromotorischen Kräfte der Ketten, so wird: 



rh 



n 



/; 






^ K;y^ 



L, = ^^{Al\ + Cl\) + <o,l\ = &,v^. 

Eine noch complicirtere Schaltung stellt Fig. 9 dar, in 
welcher bloss die gerad gebrochen gezeichneten Leitungen 
mit den Stromstärken m\ und m\ erheblichen Widerstand 
ft),, Wg; bloss die spiralig gezeichneten, mit den Stromstärken 
l\ und Z'2 erhebliche Selbst- und Wechselinduktionscoeffi- 
eienten Ä, B, C haben sollen, n^, n^ sollen wieder die 
Ladungen der Condensatoren sein, und es kann ohne Be- 
einträchtigung der Allgemeinheit angenommen werden, dass 
bloss in den geradgebrochenen Leitungen und in den Lei- 
tungen zum Condensator galvanische Elemente, in ersterer 
von den elektromotorischen Kräften M^, M^, in letzterer von 
N^, JVj eingeschaltet sind. Dann gelten die Gleichungen: 
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23) 



M,--47{Äl\ + CQ = a>,m\ 



dt 
dt 



N,-^Ml\+Cl\)^ß',n, 



Die Gleichungen für den zweiten Stromcomplex können 
hier wie oben der Symmetrie gemäss gebildet werden, da 
derselbe genau wie der erste beschaffen ist. 

Am Modelle würden Gleichungen von der Form der zuletzt 
entwickelten gelten, wenn sich sowohl um die oberste als auch 

unterste Röhre eine Schnur 
Fig. 10. aufwickeln würde, welche 

öoAVyV yj- die Axe je einer beweglichen 
""^^ ^ ' Bolle trügen. Um diese liefe 

eine zweite Schnur (Fig. 10). 
Auf das eine Ende dersel- 
befn idrkte die äussere Eraft 
N^j deren Zug sich eine 
elastische Feder entgegensetzte; auf das andere die äussere 
Kraft M^ und ein der Geschwindigkeit des Schnurendpunkts 
proportionaler Widerstand. Um die Bedingungen auch für 
negative m' und n zu erfüllen, müssten die Schnüre auch 
unzusammenschiebbar sein. 
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Sechste Vorlesung. 

Praktische Ausführung der Modelle. 



jfecÄanwmu», 54, Durch Aeuderung von r, oder r„ am Modell werden 

unabhängig uur die Selbstinduktionscoefficieuten Ä und B verändert. 

veränderlieh 

m machen. Boi Veränderung von r^ aber verändert sich nicht bloss 
der wechselseitige Induktionscoefficient (7, sondern auch 
gleichzeitig Ä und B, da ja das mittlere Eohr von jedem 
der anderen mitbewegt wird. Es ist wünschenswerth, drei 
Antriebspunkte so herzustellen, dass bei alleiniger Bewegung 
des ersten nur Ä, daher nur r^, bei alleiniger Bewegung 
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des zweiten nur B, daher nur r^j bei alleiniger Bewegung 
des dritten nur G wächst; bei alleiniger Bewegung des 
dritten muss daher r^ wachsen, dagegen r^ und r^ so ab- 
nehmen, dass rj* + r^^ und r^^ + r^^ constant bleibt. 

Es kann dies durch folgenden Mechanismus erreicht 
werden. In einem ebenen Messingbleche seien zwei auf- 
einander senkrechte in Figur 11 punktirte gerade Schlitze, 
die sich im Punk- 
te D schnei- ^^g- l^- 
den; darauf He- 
gen zwei der 
Länge nach auf- 
geschlitzte Line- 
ale. Das Scheib- 
chen G ist an 
einem kurzen 
Stifte befestigt, 
der durch kleine 
Löcher beider Li- 
neale hindurch- 
geht, und im vertikalen Schlitze des Bleches beliebig gleiten 
kann. An diesem Scheibchen ist der mit m^ verbundene Faden 
befestigt; es dient als dritter Angriffspunkt und seine Distanz 
vom Punkte D heisse x. 

Die beiden Scheibchen A und B gleiten sowohl im 
horizontalen Schlitze des Bleches als auch in je einem 
Schlitze eines Lineales. Daran seien die beiden Fäden, 
welche zu den Massen m^ und m^ führen, in der aus der 
Figur ersichtlichen Weise befestigt; sie gehen zuerst vom 
Scheibchen in der Eichtung des horizontalen Schlitzes des 
Blechs fort, dann über eine am fixen Bleche befestigte 
Rolle, dann über je eine zweite ganz nahe am zuerst be- 
sprochenen Faden befindliche Rolle und endlich parallel 
diesem vertikal aufwärts. 

Sind die Längen der Fäden so regulirt, dass jede 
Masse m gerade in die Axe der drei Röhren zu liegen 
kommt, wenn das betreffende Scheibchen nach D gelangt? 
80 sind die Bedingungen erfüllt: r.^ + u^ = AG^ und 



1. Thtil- 
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r2^+r^^ = BC^. Es ist also nur noch ein Mechanismus noth- 
wendig, welcher gestattet, bei unveränderter Lage des 
Punktes C die Längen ÄCuni BC zu ändern und umgekehrt 
bei Constanz dieser Längen den Punkt G zu verschieben. 
2. Theii- Dies kann so realisirt werden: Vor dem beschriebenen 

mechamsmiu. 

Bleche befindet sich ein zweites paralleles und parallel zu 
sich selbst verschiebbares in der Distanz x vom ersten 
Bleche. Am Scheibchen C ist eine in die Richtung des 
Schlitzes des Lineales ÄG fallende nicht ganz bis Ä rei- 
chende und eine zweite senkrecht zu den Blechen nach 
vorn zu liegende nicht ganz bis zum zweiten Bleche rei- 
chende sehr enge Röhre befestigt. Vom Scheibchen Ä geht 
eine dritte Röhre aus in der Richtung Ä G, die in die erste 
etwas hineinragt. Vom zweiten Bleche aber eine vierte 
Röhre, die wieder in die zweite etwas hineinragt. Die 
vierte Röhre ist am Bleche so befestigt, dass sie stets senk- 
recht dazu bleiben muss, sich aber beliebig parallel zu sich 
selbst verschieben kann. Durch alle vier Röhren geht ein 
biegsamer aber weder ausdehnsamer noch zusammenschieb- 
barer Faden, dessen eines Ende am Scheibchen Ä befestigt 
ist, dessen anderes aber gezwungen ist in- der Ebene des 
zweiten Bleches zu liegen. Genau so ist das Scheibchen B 
mit einem hinter dem ersten Bleche in der Distanz y davon 
befindlichen dritten Bleche verbunden, x, y^ z sind die 
Variablen, von denen jede nur einen Induktionscoefficienten 
ändert; Xj y ]q einen Selbstinduktionscoefficienten; ver- 
ändert sich dagegen bei constantem x und y nur «, so 
ändert sich bei constanten Selbstinduktionscoefficienten nur 
der wechselseitige Induktionscoefficient. 

Sind alle drei Röhren in Drehung begriffen, so wirkt 
daher auch auf die Variable x nur die l\^ proportionale 
Kraft, auf die Variable y nur die l\^ proportionale, endlich 
auf % nur die dem Produkte l\ l\ proportionale Kraft. 
Auf z wirkt also keine Kraft, wenn sich nur das obere 
oder nur das untere Rohr dreht. 
Praktiscjie 55. Dicsc idcalcu Modelle genügen vollständig unseren 

solcher Mo' Zwecken*, sie sollen ja bloss zur Veranschaulichung nicht 
zur experimentellen Prüfung der abgeleiteten Sätze dienen. 
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Fig. 12. 
A 



'rtB 



^ 



V-y^ 



l-r-U 



I I 



Trotzdem wirkt auch hier mächtig der Drang nach realer 
Existenz. Es beschreibt Lord Kay leigh^) einen zu "diesem 
Zwecke dienenden sehr einfachen Apparat, an welchem je- 
doch die Parameter nicht verändert werden können, was 
für uns gerade sehr wesentlich ist. Derselbe erwähnt auch 
einen Apparat des Laboratoriums zu Cavendish, der mir 
leider unbekannt ist. Ich liess zu gleichem Zwecke einen 
Apparat construiren, der wie ich glaube 
allen Anforderungen genügt. 

Ich beschreibe zunächst einen Apparat, 
welcher ein monocyklisches System darstellt. 
Eine cylindrische Röhre B^ Fig. 12, in der 
ein cylindrischer Stab Ä steckt, ist von 
einem Ringe C umgeben, der mit zwei Schrau- 
ben D mit dem Stabe fest verbunden ist. Die 
Schrauben gehen durch passende Schlitze der 
Röhre. Die Fig. 12 ist ein Querschnitt. Der 
Ring ist von einem beweglichenHohlringe E um- 
schlossen und dieser von einer zweiten der 
ersten coaxialen Röhre F, Der Hohlring trägt 
zwei vis-ä-vis liegende kleine Zapfen «, die 
wieder durch passende Schlitze der äusseren 
Röhre F hindurchgehen. Ist die innere Röhre ^ 

fest und rotirt die äussere, so rotirt also der Hohlring mit, 
der massive, an der Stange befestigte nicht. Ohne die Ro- 
tation zu stören, können durch Aus- 
und Einschieben der Stange die Zapfen 
dabei auf- und abbewegt werden. Sie 
sollen deshalb die verschiebbaren Za- 
pfen heissen. 

Die äussere Röhre trägt noch zwei 
fixe Zapfen v. Je ein fixer und ein be- 
weglicher Zapfen aber tragen die bei- 
den vis-ä-vis liegenden Ecken (in Fig. 13 fe 
wieder mit u und v bezeichnet) eines Parallelogramms, das 
ganz wie der Centrifugalregulator einer Dampfmaschine ein- 



L-. 



Rtalti Mono- 
eykel. 



hP 



i^ö 



Fig. 13. 




*) Phys. Soc. of London Volum. 10, p. 434. November 1890. 



46 Sechste Vorlesung. [56. 

gerichtet ist. (In Fig. 13 in der Seitenansicht gezeichnet.) Die 
Ebenen beider Parallelogramme sind parallel der Röhren- 
axe und auch zu einander und stehen um die Rohrdicke 
ab. Beide Parallelogramme tragen an beiden Enden je 
eine Masse m und m\ so dass also diese Massen ohne 
Störung der Rotation gehoben und gesenkt werden können. 
Dieser Apparat wurde nur ganz roh zur Erläuterung eines 
Bestandtheiles des Nachfolgenden ausgeführt, da die mit 
ihm auszuführenden Experimente nicht von Belang sind, 
jzeaie« Bi- 56. Wir braucheu nur drei derartige Apparate nach Art 

der Fig. 4 Art. 39 zu koppeln, so erhalten wir ein Bycikel, 
von dem Fig. 14 einen Durchschnitt und Fig. 15 eine per- 
spectivische Zeichnung zeigt. In Figur 14 ist, um Platz 
zu sparen, nur das mittlere Drittel gezeichnet. 

Das Stahlrohr B geht durch den ganzen Apparat und 
ist oben und unten getragen. Dasselbe wird durch zwei 
fixe darüber gesteckte kurze Rohrstücke Q in drei gleiche 
Theile getheilt. Um jeden dieser Theile rotirt ein beweg- 
liches Messingrohr F, Die Reibung des obersten und un- 
tersten stellt die Kräfte W^ und W^ dar, wenn sie freilich 
auch ein anderes Gesetz befolgt. Zwischen dem mittleren 
dagegen und den beiden kurzen Rohrstücken, sowie zwischen 
dem später zu beschreibenden fixen und rotirenden Ring im 
Innern dieses Rohres sind behufs möglichster Verminderung 
der Reibung Friktionskugeln K eingefügt, wie sie bei den 
Fahrrädern der Byciklisten üblich sind, um doch in einer 
Hinsicht der Namensvetterschaft der beiden Vorrichtungen 
gerecht zu werden. Durch das Stahlrohr B geht ein Stab 
Aj welcher mit drei über das Stahlrohr gesteckten auf- und 
abschiebbaren, aber nicht drehbaren Ringen C (in Fig. 14 
nur der mittlere sichtbar) verbunden ist. Zwischen jedem 
derselben und dem ebenfalls am Stabe befestigten Stift S 
läuft je ein drehbarer Ring E, welcher den einen Befesti- 
gungspunkt u des Centrifugalregulators trägt. Der nicht 
drehbare Ring G und der Stift S zusammen entsprechen 
dem in Figur 12 mit G bezeichneten Ringe. Sonst be- 
zeichnen gleiche Buchstaben in Figur 12 und 14 auch ent- 
sprechende Bestandtheile. Der Stift B und die Verbindungs- 
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schraube zwischen A und G gehen natürlich durch einen 
passenden Schlitz des Eohres B, Der unterste drehbare 
Ring und der Zapfen v^ (um 90 Grad verdreht i/^) der un- 
tersten beweglichen Röhre F^ tragen, ebenfalls genau wie 
in Figur 12 und 13, zwei Centrifugalregulatoren; ebenso 
oben. An dem Zapfen u (oder w', letzteres stellt eine 
um 90 Grad verdrehte 
Lage dar) des mittleren 
drehbaren Ringes E und 
V des mittleren beweg- 
lichen Rohres F aber ist 
ein anders beschaffe- Qr 
ner Centrifagalregulator 
befestigt. Die Centri- 
fugalregulatoren sind in Figur 14 in zwei Lagen punktirt. 
Der mittlere derselben trägt viermal so grosse Massen und 
die Arme, welche die Massen tragen, sind senkrecht an den 
Armen des Parallelogramms befestigt. (Siehe Figur 16, wo 
immer gleich punktirte Linien ein fest verbundenes System 
von Stangen darstellen.) Bei Annäherung der Zapfen 
nähern sich daher die Massen der Axe. Zapfen u geht 
natürlich durch einen Schlitz des Rohres F. Man sieht 
leicht, dass dieser Mechanismus so beschaffen ist, dass r^ 
abnimmt, wenn r^ und r^ wachsen, und zwar erfallt er die 
Bedingung: 

^1^ + *'s^ = ^2^ + *'3^ = const. 
Durch Senken der centralen Stange wird r^ daher auch G 
vergrössert, ohne dass B und A sich ändern. Dies ent- 
spricht der Vermehrung des wechselseitigen Liduktions- 
coefficienten; also, wenn die obere und untere Röhre zwei 
Stromkreise darstellen, der Annäherung derselben. Auf 
zwei andere Antriebspunkte, durch welche die Selbstinduk- 
tionscoefficienten geändert werden könnten, wurde verzichtet. 
An der oberen und unteren Röhre ist je ein horizontales 
Zahnrad, an der mittleren sind mittelst der Schrauben p 
zwei Stangen P befestigt, welche je ein vertikales Zahnrad 
tragen. Die vertikalen Zahnräder greifen mit einer koni- 
schen Verzahnung in die beiden horizontalen Zahnräder ein. 
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Die Verzahnungsstellen sind in Fig. 14 mit Z bezeichnet. 
Durch diese Verzahnung wird derselbe Effekt wie in Fig. 4, 
Art. 39 durch Eeibung der drei Scheiben erzielt. Die Zapfen 
w dienen bloss, um die Centrifugalregulatoren bei Versuchen, 
wo ihre Winkel nicht geändert werden, auch an den Eöhren 
F direct befestigen zu können. 

Die untere bewegliche Eöhre F^ trägt (in Fig. 14 nicht 
sichtbar) eine, die obere F^ zwei horizontal liegende Rie- 
menscheiben. Seitwärts steht eine zweite parallele vertikale 
Axe, durch eine Kurbel drehbar, mit drei Riemenscheiben, 
welche nach Wunsch an die x\xe geklemmt und losgemacht 
werden können. Eine ist mit der Riemenscheibe der unteren 
Röhre, die beiden anderen mit den beiden Riemenscheiben 
der oberen Röhre, jedoch so verbunden, dass sich oben das 
eine Paar gleichsinnig, das andere entgegengesetzt dreht. 
ETpvriiMntt 57. Mit diesem Apparate können folgende Experimente 

mit dem retx^ _ 

len Bicykei. ausgciührt wcrden: 

1. Man treibt bloss das untere Rohr; so lange die Ge- 
schwindigkeit wächst, dreht sich das obere entgegengesetzt; 
bei constanter Drehung des unteren steht das obere still; 
nimmt die Geschwindigkeit ab, so dreht sich das obere 
gleichsinnig. Diese Wirkung ist grösser, wenn die centrale 
Stange ganz unten als wenn sie oben ist. 

2. Das untere Rohr wird mit constanter Geschwin- 
digkeit angetrieben, oben sind beide Riemenscheiben nicht 
geklemmt. Schiebt man die Stange rasch nach abwärts, 
vermehrt also den wechselseitigen Induktionscoefficienten, 
so dreht sich das obere Rohr entgegengesetzt; schiebt man 
die Stange aufwärts, so dreht es sich gleichsinnig wie das 
untere Rohr. 

3. Dreht man das obere und untere Rohr in gleichem 
Sinne, so wird die centrale Stange nach abwärts gezogen, 
was einer Vermehrung der Selbstinduktion, also einer An- 
näherung der beiden Stromkreise entspricht. 

4. Dreht man das obere und untere Rohr entgegen- 
gesetzt, so wird die Stange hinaufgezogen. 

58. Dieser Apparat wurde von dem Mechaniker Herrn 
V. Gasteiger in Graz in vorzüglicher Weise ausgeführt 
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und die Experimente an demselben gelingen yollständig; für 
die Werkzeichnungen und manche Hilfeleistung bei der 
Construktion bin ich Herrn Privatdocenten Dr. Paul Czer- 
mak in Graz, für die Beihilfe bei einigen nachträglichen 
Veränderungen und die Anfertigung sämmüicher Zeich- 
nungen und Photographien für das vorliegende Buch Herrn 
Dr. Fomm, Assistenten der Physik in München zu Danke 
verpflichtet. 



Siebente Vorlesung. 

Polycykel. Begriff des Momentes. 



59. Um die Abhängigkeit des Induktionscoefflcienten uehergangm 
von den Abmessungen der Stromkreise zu finden, müssen "*"^en."^ 
wir natürlich jedes Längenelement eines solchen als ein 
kleines Monocykel, um die Strömung der Elektricität durch 
räumlich ausgedehnte Körper zu finden, jedes Volumelement 

als ein selbständiges Individuum, in welchem eine cy« 
klische Bewegung stattfindet, betrachten. 

Könnten wir dies in mechanischen Modellen zum Aus- 
drucke bringen, könnten wir den ganzen Baum mit kleinen 
Modellen von der Natur der soeben betrachteten füllen und 
die Wechselwirkung aller überblicken: Wir könnten uns 
ein anschauliches Bild aller elektrischen und magnetischen 
Phänomene machen. Allein einen derartigen Mechanismus, 
von dem der in Maxwell 's ersten Arbeiten angenommene, 
in sechseckige Zeilen getheilte Aether eine Idee giebt, in 
Messing auszuführen oder sich in der Vorstellung klar zu 
veranschaulichen, wäre gleich unmöglich. Hier verlassen uns 
alle Hilfsmittel bis auf die Analysis. 

60. Wir betrachten also jetzt das allgemeinste cyklische ^lycyhekt, 
System, in welchem die Position aUer Massentheilchen durch 

V + 1 cyklische Variablen Z, l^, l^ . . ,1^ und beliebige 
langsam veränderliche Parameter äj^, Äg . . . ä„ bestimmt ist. 

Boltzmann, Vorlesungen. 4 
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Der einfachste derartige Fall ist der, dass wir uns an Stelle 
der früher betrachteten zwei, jetzt v + 1 Stromkreise 
denken und wieder annehmen, dass die Schwankungen der 
Stromintensität so langsam vor sich gehen, dass in jedem 
einzelnen derselben zu jeder beliebigen Zeit die Stromdichte 
für jedes Längen- und Querschnittselement gleich voraus- 
gesetzt werden kann. Allein wir haben auch noch den 
allgemeineren Fall zu betrachten, dass die Stromintensität 
von Element zu Element wechselt. Es treten dann an Stelle 
der geschlossenen Stromkreise die einzelnen Stromelemente 
und r, l\, /'a • • • ^'^ ^^^^ ^^® Stromintensitäten in den ver- 
schiedenen Elementen. 

3. Hypothese 61. Frcilich kauu streng genommen wieder in einem 

2.: die. in den einzigen Elemente unabhängig von allen anderen eine cy- 
thätigen Mt- klischc Bcwcgung dauernd nicht bestehen; nur verschwindend 
9ind^^!Sudit kurze Zeit ist die Elektncitätsbewegung in einem Strom- 
s«röni?t'"SL demente unabhängig von den umgebenden Elementen möglich. 
cÄJU^JSl Allein gerade so, wie wir von einem Dielektricum annahmen, 
terworfm. ^^^^ dasclbst durch kurze Zeit eine wesentlich gleiche Be- 
wegung stattfinden kann, wie sie im Leiter dauernd besteht, 
so wollen wir voraussetzen, dass auch bei rasch veränder- 
lichen Strömen die Bewegung in jedem Elemente noch den- 
selben Charakter hat, dass wir also auch auf sie die Glei- 
chungen anwenden können, die wir für geschlossene Ströme 
fanden. Genau genommen geht unsere Voraussetzung nur 
dahin, dass auch bei ihnen, wie bei geschlossenen Strömen» 
in dem Ausdrucke flir die lebendige Kraft das undiffe- 
renziirte l nicht eingeht. Das über die langsam veränder- 
lichen Parameter k, welche die Positionen der ponderablen 
Körper bestimmen. Gesagte gilt ja selbstverständlich jetzt 
ebenso wie früher, und andere Specialisirungen der allgemeinen 
Gleichungen der Mechanik haben wir bisher nicht eingeführt. 
Wir nehmen daher an, dass in den Stromelementen die 
gleichen, denselben Gleichungen unterworfenen Mechanismen 
thätig sind, wie in geschlossenen Strömen, wenn wir auch 
für einzelne Stromelemente den experimentellen Nachweis 
hierfür nicht direkt liefern können, da in einem einzelnen 
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Elemente für sich ein andauernder Strom nicht erhalten 
werden kann. 

62. Natürlich bleibt dabei die Frage, ob bei sehr 
raschen (den Hertz 'sehen) Schwingungen nicht möglicher- 
weise der Einfluss solcher das undifferenziirte l enthaltender, 
hier nicht berücksichtigter Glieder entdeckt werden könnte, 
eine offene und es ist gerade ein Hauptverdienst der Max- 
well'schen Theorie, dass sie zahlreiche derartige Fragen 
aufwirft, welche zu neuen Experimenten anregen. (Jeden- 
falls muss sich die Elektricitätsbewegurig den hier abzu- 
leitenden Gleichungen nähern, wenn die Schwingungen nicht 
allzu rasch sind). 

63. Mögen nun durch die v + 1 cyklischen Variablen AufHrom, 
die Zustände ebenso vieler geschlossener Ströme oder Strom- 
elemente definirt sein, jedenfalls werden wir nicht alle i^ + l 

auf einmal überblicken können. Wir wollen daher von 
vorne herein nur eines davon ins Auge fassen und die 
Wirkung aufsuchen, welche gerade auf dieses Eine ausgeübt 
wird. Wir wollen das ins Auge gefasste kurz den Aufstrom 
nennen und darauf sollen sich die Buchstaben ohne Index 
beziehen. 

Alle übrigen sollen nur da sein, um das elektrische 
Feld zu definiren, in welchem sich unser Aufstrom be- 
findet und es soll gefragt werden, welche Wirkung das 
durch die übrigen Ströme definirte Feld gerade auf den 
ins Auge gefassten Aufstrom ausübt. 

64. Sei m* irgend eine Masse des Systems, welches Leb. Kraft 
wir jetzt als Polycykel bezeichnen, deren Geschwindigkeit eykeu.' 
wieder: 

vi = aH' + b\l\ + h\l\ . . + h\l\, (i = 1, 2, 3 . . jp) 

sei. Dann ist: 

Jf und N sollen Grössen sein, welche das V ohne Index 
nicht enthalten. Hiemach ist: 
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^2 2 ^ 

»=1 i=l 



r=2^^=V2-'('^^' 



<=1» 



+ r 2^*^*(V^'i + V^'2 + • • K'i\) + N 



t=l 



= ^-^^m'{a^^ + V^^m'a%H\+K 



Wir wollen nun vorläufig den Auf ström, gleichgültig, 
ob wir uns daxunter einen geschlossenen Strom oder ein 
Stromelement vorstellen, mit s, die Doppelsumme mit J(s), 
die einfache Summe mit A bezeichnen, also setzen: 

24) ^ = S ^' (öO*j A^) = !§ 2 ^*«*^'ä ^'ä- 
so dass: 

25) T=^V^+VJ{s) + N , 

wird. Für zwei Ströme ist l, Z^, J{s) mit dem identisch, was 
dort mit l^, l^ und V^ C bezeichnet wurde. 

Wovon hängt 65. Die Grössc J{s) bezeichnen wir als das Moment 

einM st^ta uusercs Stromes s in dem gegebenen Felde. Diese Grösse 
ist offenbar abhängig: 1. Von der Natur des Feldes, also 
der Intensität und Lage sämmtlicher anderer Ströme. 2. Von 
der Gestalt und Lage des Aufstroms, aber nicht mehr von 
der Stromintensität in demselben, da ja /' vor das Summen- 
zeichen herausgehoben wurde. Es ist also bei der Defi- 
nition des Begriffs des Momentes von der Stromintensität 
im Aufstrome vollkommen abstrahirt. Der Aufstrom ist 
dabei nur als eine im gegebenen Felde liegende geometrische 
Curve aufzufassen. 
Moment wue 'Wir könueu in ein beliebiges Feld ein beliebiges Element 
menutund einer Curve legen. Wenn dieses Element ein Stromleiter 
wäre, würde ihm immer im Felde ein bestimmtes Moment 
zukommen, welches wir einfach das Moment dieses Curven- 
elementes im gegebenen Felde nennen. Jedem Curven- 
elemente kommt in jedem Felde ein bestimmtes Moment 
zu und nach dem Späteren kommt daher auch jeder unge- 
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schlossenen oder geschlossenen Curve ein Moment zu, welches 
einfach die Summe der Momente ihrer Elemente ist. 

66. Aber eins ist zu bemerken: Die Erfahrung lehrt, e. Erfah- 
dass der elektrische Strom immer eine bestimmte Sichtung ström hat 
hat. Um diese eindeutig zu definiren, müssen wir eine ***ft«n/* " 
bestimmte Bichtung im Stromleiter s als positiv annehmen. 

Je nachdem die Strömungsrichtung der positiven Elektricität 
mit derselben zusammenfallt oder ihr entgegengesetzt ist, 
ist dann V mit dem positiven oder negativen Zeichen zu 
versehen. 

Aendem wir nichts, als dass wir die entgegengesetzte 
Kichtung von s positiv wählen, so ändert sich daher nichts 
als das Zeichen von /'; daher bleiben auch in unseren Formeln 
alle Grössen unverändert; nur die Coef&cienten a», welche 
mit der ersten Potenz von /' multiplicirt erscheinen, ändern 
ihr Zeichen, während alle Coefficienten h unverändert bleiben. 

Es folgt daraus, dass Ä und N unverändert bleiben, 
während J{8) lediglich sein Zeichen wechselt. Wir wollen 
dies letztere symbolisch dadurch ausdrücken, dass wir 
schreiben: 

26) «^(-«)= -As). 

Diese Gleichung folgt übrigens schon daraus, dass 
durch die blosse üebereinkunfl;, die entgegengesetzte Richtung 
von s als positiv zu wählen, sich unmöglich der Werth der 
lebendigen Kraft T ändern kann. Da aber hierdurch im 
Ausdrucke 25) nur V sein Zeichen ändert, so muss auch 
dessen Coefficient /(ä) das Zeichen wechseln, während Ä 
und N ungeändert bleiben. 

67. Wir finden nun flir die elektromotorische Kraft, EUktramoto' 
die in unserem Aufstrome wirkt, wenn noch die Bewegungs- SJ^u/SSSf. 
hindemisse die Gegenkraft W ausüben nach Gleichung 8, 

Art. 36, den Werth: 

Denken wir uns nun das Feld sammt seinen Ver- 
änderungen gegeben und betrachten bloss die elektromoto- 
rische Kraft I/(ä), welche zur Ueberwindung des Wider- 



54 Siebente Vorlesung. [68. 

Standes und der durch die Veränderungen des Feldes in 
unserem Aufstrome erzeugten Induktion erforderlich ist (d. h. 
bloss das 2. und 3. Glied der Gleichung 27. Wir betrachten 
also 1. nicht die Wirkung auf die anderen Ströme des Feldes, 
2. aber auch nicht die elektromotorische Kraft, welche der 
Aufstrom in sich selbst erzeugt und welche durch das erste 
Glied der Gleichung 27 ausgedrückt wird. Dann ist also: 

28) L{s)=^^+W. 

Es kann übrigens das weggelassene Glied der Gleichung 27 
unter verschiedenen Verhältnissen an sich schon gegen die 
übrigen vernachlässigt werden, so dass das mittlere Glied der 
Gleichung 27 überhaupt die gesammte im Aufstrome in- 
ducirte elektromotorische Kraft angiebt. Dies tritt ein: 
1. wenn die Stromintensität im Aufstrome sehr klein ist. 
Dann ist /' sehr klein und das erste Glied verschwindet 
gegen das zweite. Physikalisch ausgedrückt: der Aufstrom 
ist so schwach, dasß er selbst nur verschwindend wenig zur 
Charakteristik des Feldes beiträgt; diese und daher auch 
die im Aufstrome inducirte elektromotorische Kraft rührt 
fast ausschliesslich von den übrigen Strömen des Feldes 
her. 2. Dasselbe gilt aber auch, wenn der Aufstrom nur 
ein verschwindender Theil des Feldes, also nur ein Strom- 
element ist. Dann verschwindet, auch wenn die Strom- 
intensität darin beliebig ist, eo ipso die von ihm erzeugte 
Wirkung gegenüber der durch das ganze übrige Feld her- 
vorgerufenen und der in Gleichung 28 angegebene Werth 
von L{s) liefert die ganze elektromotorische Kraft L in s. 
Momentaner ßg. Hat V iu mehreren sich aneinander schliessenden 

Summe (Con^ 

»eqMnz). Theilen eines Stromleiters denselben Werth, wie dies jeden- 
falls in einer geringen Zahl sich unmittelbar folgender 
Längenelemente desselben Stromes angenommen werden 
kann^), so ist ofifenbar die Gesammtkraft L (-2's), welche durch 
das Feld in s inducirt wird, gleich der Summe 2L{8) der 
Kräfte L (s), die in den einzelnen Stromleitern wirken. Ist 



^) Diese Bedingung ist übrigens für die späteren Consequenzen 
nicht einmal nothwendig, da das Moment J gar nicht von V abhängt. 
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J(«) das Moment eines solchen Theiles, J{JS8) das Moment 
des Inbegriffs aller TheUe, so hat man: 

daher, da man jedenfalls annehmen kann, dass für < = — oo, 
J{s) = J{28) = ist: 

29) J{2s) = :SJ{s). 

Das Moment eines Inbegriffs mehrerer Stromtheile ist 
also die Summe der Momente der einzelnen Theile. 

Ist J{ds) das Moment eines Elementes ds und theilt man jcdtjutpro- 
dies noch in mehrere (w) kleinere gleich lange und gleich- 
beschaffene Elemente da, so kann das Moment jedes da 
gleich angenommen werden. Es ist also J[d8) = nJ{da\ 
d. h. es ist J{ds) proportional der Länge ds, daher: 

J{d8) = Edsy 
wobei E eine endliche Grösse ist. Dies folgt übrigens auch 
schon daraus, dass nach Gleichung 29 das Moment eines j(»)^fjd%, 

JT 1- CM. Jal» lAnien- 

enduchen »Stromes: integral. 

30) J{s) ^fJ{ds) 

ist, wobei das Integral über alle Stromelemente zu erstrecken 
ist, was nur unter der Bedingung, dass E im Allgemeinen 
endlich ist, einen allzeit endlichen Werth liefert. 

69. Sei k irgend ein Parameter, welcher theils die p&nder<mo- 
Position des Aufstroms, theils aber auch die solcher Körper ^^oL Auf- 
bestimmt, in welche die vom Aufstrome erzeugte Bewegung 
übergreift. Natürlich wird möglicherweise auch noch die 
Lage anderer Ströme des Feldes durch diesen Parameter 
bestimmt sein. 

Die Kraft K, welche auf h von aussen wirken muss, 
um es constant oder in der durch die Gleichungen aus- 
gedrückten Weise langsam veränderUch zu erhalten, ist dann 
nach Gleichung 6, Art. 31: 

TT-- — ~ — il'^ _ ,,ÖJ(£) BN 
dk" 2 dk dk dk ' 

Hier rührt das erste Glied von der Wirkung des Auf- 
stroms auf sich selbst, das letzte von der Wirkung her, die 
auf die übrigen Ströme des Feldes ausgeübt wird. Die 
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Wirkung des Feldes auf den Auf ström, welche wir jetzt 
einzig und allein betrachten und mit K(s) bezeichnen, ist 
daher lediglich durch das zweite Glied bestimmt. 

Ist die Stromintensität V im Aufstrome sehr klein oder 
der Aufstrom nur ein unendlich kleines, daher verschwin- 
dendes Element des ganzes Feldes, so verschwindet das 
erste Glied. Es ist also dann die gesammte ponderomo- 
torische Kraft, welche in Folge der Wirkung auf unseren 
Aufstrom auf den Parameter k wirkt: 

31) K{s) = -l-^^- 

Wenn sich alle Parameter k um Sk ändern, ist daher die 
gesammte Arbeit der ponderomotorischen Kräfte 

32) ^^{s) 5ä = - 2^'^^ ** = "" ^' ^•^(*)- 

Da alle Ströme in einander greifen und das Zusammen- 
wirken aller erst den Zustand des Feldes bestimmt, so lässt 
sich eigentlich nicht scharf unterscheiden, welcher Theil der 
auf k wirkenden ponderomotorischen Kraft von dem einen, 
welcher von dem anderen Strome herrührt, falls durch den 
Parameter k die Positionen mehrerer Ströme gleichzeitig 
bestimmt sind, allein wir wissen, dass, wenn wir den 
Ausdruck 31 flir jedes Stromelement des Feldes bilden 
(wo das früher besprochene erste Glied verschwindet) 
und dann alle so gewonnenen Ausdrücke K{s) addiren, wir 
sicher die auf k wirkende Gesammtkraft richtig erhalten. 
In diesem Sinne eben wollen wir diesen Ausdruck als den- 
jenigen Theil der Gesammtkraft betrachten, welcher von 
unserem Strome geliefert wird. Daraus folgt natürlich wieder : 
K{2:s) = 2;K{s) und J{^s) = 2!J{s). 
EUktrokine- 70. Glcichcs gilt vou der gesammten lebendigen Kraft 

gie^'des ^f- odcr, wic wir deutlicher sagen, von der elektrokinetischen 
ttroiM. Energie des Systems; dieselbe ist: 

2 0/'"^ 2 dl\ "^ 2 ör, "^ 

Wir erhalten daher jedenfalls wieder die gesammte 

elektrokinetische Energie richtig, wenn wir den Ausdruck: 

r BT _ VI 
2 ö/' "" 2 * 
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für jeden der Ströme resp. jedes der Stromelemente des 
ganzen Feldes bilden und alle diese Ausdrücke zum Schlüsse 
addiren. Wir können jedem der Ströme gerade diese elek- 
trokinetische Energie V 1:2 zuschreiben und wollen dies 
den Betrag nennen, welchen gerade dieser Strom zur elek- 
trokinetischen Energie beiträgt, und mit T{8) bezeichnen. 

Dies ist freihch wieder in gewisser Beziehung will- 
kürlich, da ja die elektrokinetische Energie nur durch das 
Zusammenwirken aller Ströme entsteht. Es lässt sich also 
nicht strenge unterscheiden, welchen Beitrag jeder einzelne 
Strom dazu liefert. Aber soviel ist wieder sicher: wenn 
wir jedem Theile diese elektrokinetische Energie T{s) zu- 
schreiben und dann die allen zugeschriebene elektrokine- 
tische Energie addiren, so liefert die Summe die richtige 
Gesammtenergie des Feldes. Es ist also: 

Ist wieder entweder V sehr klein oder zählen wir die 
Elemente des Stromleiters einzeln auf, so dass s ein ein- 
zelnes Element bedeutet, welches für sich allein jedenfalls 
nur verschwindend wenig zum Gesammtcharakter des Feldes 
beitragen kann, so verschwindet das erste Glied und es bleibt: 

33) T{s)^^-J{8). 



Achte Vorlesung. 

Eigenschaften des Momentes. Stokes' Satz. 



71. Sei das Moment irgend einer geschlossenen Curve s j au fih- 
zu bestimmen , wobei natürlich eine ümkreisungsrichtung /c^^^^j. 
derselben als die positive gegeben sein muss. Wir denken 
uns eine beliebige ebene oder gekrümmte Fläche 0, deren 
Contur jene geschlossene Curve ist und zerlegen diese Fläche 
in unendlich viele unendlich kleiae Flächenelemente dx. 
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Da jede im Felde liegende Curve ein Moment hat, so muss 
auch die Contur jedes Flächenelementes dx ein bestimmtes 
Moment haben, welches wir mit J{dx) bezeichnen wollen, 
wobei natürlich jedes dx in demselben Sinne, wie s um- 
kreist werden muss. J{^) oder fJ{dx) sei die Summe der 
Momente aller dieser in die Curve s eingezeichneten kleinen 
Conturen. Nach Gleichung 30 kann man aber die Con- 
tur jedes Flächenelementes dx wieder in sehr viele Linien- 
elemente zerlegen und nach Gleichung 
^- ^'^' 26 heben sich in der Summe fJ{dx) die 

Momente aller im Innern der Curve s lie- 
genden Linienelemente auf, da jedes 
derselben einmal in dem einL, das an- 
dere Mal im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen wird; die Elemente aber, 
welche in der Contur der Fläche lie- 
gen, liefern zusammen /(»). (S. Fig. 17.) 
Es lässt sich also J(«), ebenso gut, 
wie durch das Linienintegral /J(ds), auch durch ein Flä- 
chenintegral darstellen. Es ist: 
34) J{s) = fJ{dx), 

woraus selbstverständlich folgt, dass J{dx) unendlich klein 
wie dx, also von der Form E'dx sein muss, wobei E' 
endlich ist, obwohl es, wenn als Linienintegral dargestellt, 
in der Form eines Integrals erscheint, das über eine Curve 
erstreckt ist, deren Länge klein von der Ordnung ds ist. 

Wenn J{s) als ein über die Fläche erstrecktes 
Flächenintegral fE' dx ausgedrückt erscheint, soll es immer 
mit J{^) bezeichnet werden, ein Werth, welcher 'natürlich 
alle Mal nur von der Contur der Fläche (p und dem 
Sinne, in welchem diese gezogen gedacht wird, nicht von 
der übrigen Gestalt der Fläche abhängt. 
componeaten 72. Wir betrachten dieselbe geschlossene Curve, wie 

de* Momentet » » . ■■ * 

j. jconte. im vorigen Abschnitte, beziehen sie auf ein rechtwinkhges 
Coordinatensystem und zerlegen sie in unendlich viele 
Curvenelemente ds. Jedes derselben ersetzen wir durch 
eine geradgebrochene Linie, deren drei Stücke dx, dy^ 
dx parallel den drei Coordinatenaxen sind, während der An- 
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fangspunkt des ersten und Endpunkt des letzten mit dem 
Anfangspunkte und Endpunkte von ds zusammenfällt. (In 
Fig. 18 für einen in einer der Coordinaten-Ebenen liegenden 
Strom gezeichnet). Den Inbegriff aller dx, dy und dx 
nennen wir die geradgebrochene Li- 
nie s'. Sei s die Contur einer ^^' ^^' 
Fläche 0, s' die einer anderen 
"Fläche 0', welche sonst überall mit 
zusammenfallen, nur am Rande 
entsprechend der dort zu erfüllen- 
den Bedingung unendlich wenig ab- 
weichen soll. Es ist also dann: 
J{8) = J{0\ J{8') = j{0y 

Nun weichen aber die beiden 
Flächen und 0' nur in Flächenelementen von einander 
ab , deren Summe einen unendlich kleinen Flächeninhalt 
liefert. Das Moment der unendlich kleinen Curven, die 
aus den vier Elementen ds, dx, dy, dz bestehen, muss nach 
dem Bewiesenen unendlich klein, wie der davon umschlos- 
sene Flächenraum sein ; daher muss auch das Moment der 
Oesammtfiäche , um welche und 0' verschieden sind, 
unendlich klein sein und der Unterschied zwischen J{0) 
und J{0') verschwinden. Geht man daher zu wirklichen 
DifiFerenzialen über, so wird J{0) = J{0') und daher auch 
J(s) = /(«'). 

Bei Berechnung des Momentes kann also jedes Linien- 
element ds ersetzt werden durch seine drei Projectionen 
dx, dy, dx auf die drei Goordinatenaxen. 

Sind die Momente dieser drei Projectionen Fdx, Ody, 
Hdx, so ist also: 

35) J{ds) = Fdx + Ody + Hdx. 

73. Da das Moment nur von der Natur des Feldes Monumten- 
und der Gestalt und Lage des Aufstroms abhängt, so können *'* ^' 
F, O, H überhaupt nur mehr von der Natur des Feldes 
und der Lage des Punktes abhängen, durch welche das 
Element ds gelegt wurde. Man kann also von jedem Punkte 
des Feldes aus eine Gerade % ziehen, deren Projectionen 
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auf die drei Coordinatenaxen gleich den Werthen von F, 
und H in dem betreffenden Punkte sind. Diese Gerade 
nennen wir den Momentenvector des betreffenden Punktes 
und das Moment eines durch diesen Punkt gezogenen Linien- 
elementes ds ist dann nach Formel 35: 

36) J{ds) = ^ds cos (31, ds). 

74. Es soll jetzt speciell « die Contour eines unendlich 
kleinen Flächenelementes dx sein und J{dx) nach Formel 30 
und 35 berechnet werden. Damit keine Zweideutigkeit in 
der Bestimmung der Umlaufsrichtung eintrete, soll unser 
Coordinatensystem so gewählt werden, dass die positive 
y-Axe durch eine solche Drehung auf kürzestem Wege in 
die Lage der positiven «-Axe übergeht, wie sie eine ge- 
wöhnliche rechtsläufige in der positiven -X-Richtung in einer 
fixen Mutter fortschreitende Schraube macht, also für ein 
auf der positiven Z-Seite befindliches Auge dem Sinne des 

Uhrzeigers entgegen. ^) 
F^g- 19- Dasselbe soU für die 

beiden anderen Coordi- 
natenaxen gelten, wenn 
Xj y und x cyklisch ver- 
tauscht werden. Man 
erhält ein solches Co- 
ordinatensystem, wenn 
man die positive -X^Axe 
nach vom, die positive 
Z-Axe nach rechts, die 
positive ^Axe nach 
oben zieht. 

75. Liegt zunächst 
das Flächenelement dx in der aji^-Ebene Fig. 19, wo die 
Ä-Axe gegen den Beschauer hingerichtet zu denken ist, so 




^) Maxwell schlagt^ (treat on el. vol. I art. 22) vor, dies ein 
Weincoordmatensystem zu nennen , da sich die Weinranke im selben 
Sinne windet, wenn die positive Goordinatenaxe die au&teigende 
Stange ist. Das entgegengesetzte heisst dann „Hopfencoordinaten- 
System." 
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reducirt sich J{dx) auf /{Fdx) + Gdy), was über die Contur 
von dxj die krumme Linie der Fig. 19 zu erstrecken ist. 

Sei Xq der kleinste Werth von x, welcher einem Punkte R 
dieser Contour zukommt, a^ der grösste der dem Punkte S 
zukommen soll, x und x + dx seien zwei beliebige Werthe 
von Xy von denen der erste den beiden Punkten Ä und D, 
der letzte den beiden Punkten B und C der Contur zu- 
kommt. Dann ist: 

jFdx=jFdx —jFdx, 

BÄB8 BDC8 

wobei F irgend einen Werth des F in dem oberen Theile 
der Contur bezeichnet. Fassen wir das auf das Längen- 
differenziale AB bezügliche Element des ersten Integrales 
mit dem auf das Längendifferenzial D G des zweiten bezüg- 
lichen zusammen und ebenso das auf jedes Längendifferenzial 
bezügliche Element des ersten Integrals mit demjenigen 
£lemente des zweiten Integrals , das sich auf das vertikal 
darüber liegende Längendifferenzial bezieht, so wird: 



— 1 
jFdx = J{F - r) dx. 



«9 

Wird die Ordinatendifferenz je zweier vertikal über- 
einander liegender Längendifferenziale mit rj bezeichnet, 
so ist: 

Da aber die ganze Contur nur unendlich klein ist, 
so kannö-F: dy für jeden Punkt derselben constant betrach- 
tet und vor das Integralzeichen gesetzt werden. Da femer: 

«1 
frjdx gleich dem Inhalte dx der von der Contur um- 

schlossenen Fläche ist, so hat man: 



/ 



Fdx = — -ä- dx. 
dy 



Genau ebenso findet man: 



/ 



örfy = + "ä^^^j 
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daher: 
37) 



J{s) = ( 



dG dF\, 
005 öy / 



76. Hieraus kann leicht der allgemeine Fall, dass 
dx beliebig im Räume liegt, abgeleitet werden. Wir legen 
dann drei neue Coordinatenaxen (die der |, iy, f ), so dass die 
beiden ersten dem dx parallel, die letzte darauf senkrecht 
ist und sich gegen die angenommene Umkreisungsrichtung 
von dx so verhält wie die alte xrAxe zur Ueberfiihrung 
der positiven r»-Axe in die positive y-Axe auf kürzestem 
Wege (dass die ümkreisungsrichtung eine Weindrehung um 
die positive Of-Richtung ist). Ausserdem sollen die drei 
neuen positiven Coordinatenaxen gegenüber den drei alten 
congruent sein. (Es sollen wieder Weincoordinaten seiu.) 
Ist wieder ?l der Vektor, dessen Componenten F, O, H sind, 
so hat man zunächst: 

/{Fdx + Q^y + Hdz) = fds% cos {% ds) = f{(l>di + Wdtj), 

wenn und y^ die Componenten des Vektors % nach der 
neuen x- und y-Axe sind. Letzterer Werth ist aber nach 
dem soeben bewiesenen gleich: 



38) 



dx 






Femer hat man bekanntlich, wenn die Cosinus der 
Winkel je zweier Coordinatenaxen nach dem beistehenden 
Schema bezeichnet werden: 





X 


y 
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«' 


ß' 


r' 
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a" 


ß" 


r" 



= aF+ ßG + yH, W=cc'F+ ß'G + fH, 



d ö , ^ ö , öl 



dS 



dx 



dy 



dx 



dfi'^^ Bx^P dy^^ ^- 



dx 
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Substituirt man dies in den Ausdruck 38, so fällt 
dFidx, dO:dy und dH:dx ganz heraus, die Grösse: 

dG BF 

dx dy 

erscheint mit («/?' —a'ß) dx = y"dx = dv ^) multiplicirt, wobei 
dky dfi, dv die Projectionen von dx auf die drei Coordi- 
natenebenen sind. Fällt die Umkreisungsrichtung von dxy 
sobald es um einen spitzen Winkel in die yx-TSbene gedreht 
wird, mit derjenigen Drehung um zusammen, welche die 
positive y-Axe auf kürzestem Wege in die positive ^Axe 
überfuhrt, ist also y" positiv, so ist auch dv positiv, sonst vtetor, com- 
negativ zu bezeichnen. Da die übrigen Glieder des Ausdrucks Guichungm 
38 durch cyklische Vertauschung aus dem eben betrach- tucü^'^' 
teten folgen, so ergiebt sich schliesslich: 

39^ / ^^^^ ^ ^^^^^ ^ ^^^^^ +(^dy + Hdx) 

' 1 = adX + bdfjL + odv = ^dx cos (99, n) , wobei: 

.^, dH 8 . dF dH dG BF 

^^^ ^ = -5^-0^' ^ = ö^-ö^' '^Ji—Bii 

aus einem uns noch freilich verborgenen Grunde die Com- 
ponenten der magnetischen Induktion genannt werden sollen. 
Die Gleichungen seibat sollen die Gleichungen der magne- 
tischen Induktion heissen, und zwar nach ihrer Ableitung 
die Stokes' sehen. (Das Wort Influenz wäre freilich im Ge- 
gensatz zur faradischen Induktion passender.) S3 ist der 
Vektor (Induktionsvektor), dessen Projectionen auf die drei 
Coordinatenaxen gleich a, 6, c sind. Die nach derselben Seite, 
wie früher Of gerichtete Normale zu dx wurde jetzt mit n 
bezeichnet, ümschliesst s eine endliche Fläche, so wissen 
wir bereits^ dass /(«) die Summe aller J{dx) Flächenelemente 
derselben ist, also: 

^ ^=f{adl + bdfA + edv) =/S5rf«cos(S5, n). 

Will man diese Gleichung lieber rein geometrisch, aus 
der Gleichung 37 ableiten, so verfahre man wie folgt: Man 
construire ein unendlich kleines Tetraeder, von dessen Kan- 
ten drei, die sich in der Spitze treffen, den drei Coordi- 



^) Kirchhoff, Vorlesungen über math. Physik 3. Aufl. S. 41 u. 42. 
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natenaxen parallel sind; die gegenüberliegende Fläche des 
Tetraeders sei dx, die anderen drei Seitenflächen dX, dfi^ 
dv. Man sieht sofort, dass J(dx) = J{dX) + Jißpi) + J{dv) ist, 
da sich in der letzten Summe die Integrale über die in 
zusammenstossenden Tetraederkanten aufheben. Berechnet 
man /(dA), J[dyi) und Ji^dv) nach Formel 37, so hat man 
sofort die Formel 39) für das Tetraeder. Man kann aber 

jede von irgend einer Curve s umschlossene 
Fläche in lauter Dreiecke zerlegen, welche 
die Eigenschaften des obigen Dreiecks dx 
haben (Fig. 20). Man lege unendlich viele 
Ebenen in unendlich kleinen Abständen pa- 
rallel der oj^z-Ebene. Diese sollen die Fläche 
<& der Reihe nach in den Curven C^, Og, 
Cg . . . schneiden. Durch einen Punkt P^ 
auf C^ lege man zwei Ebenen parallel der xxr- 
und 2/^ -Ebene; diese schneiden im Ver- 
eine mit der Curve G^ ein Dreieck aus der 
Fläche 8 aus; sie sollen die Curve G^ in Pg und Pg schneiden. 
Man legt dann wieder durch Pg eine der yx-, durch Pg eine 
der ic;?;-Ebene parallele Ebene; schneiden diese die Curve G^ 
inP^ undPg, so legt man wieder durch P^ eine der xx-, durch 
Pg eine der yA>-Ebene parallele Ebene u. s. f. So wird die 
Fläche ä> in lauter Dreiecke von der gewünschten Form zer- 
legt und man erhält auch die Gleichung 41. 

Will man hinwiederum die Gleichung 39 ohne den 
Umweg über die Gleichung 37 ableiten, so lege man dx 
so im Baume, dass die im oben definirten Sinne dazu ge- 
zogene Normale n mit den drei positiven Coordinatenaxen 
spitze Winkel bildet (Fig. 21). Man zeichne auch die Pro- 
jectionen dv und dX von dx auf die xy- und y^i^Ebene; 
endlich lasse man eine Ebene E parallel der a?;i;-Ebene fort- 
wandern; ihre ^-Coordinate sei y^^ wenn sie die Contur 
von dx zum ersten Male berührt, y^ wenn ihr Durchschnitt 
mit der Contur wieder aufhört; in zwei Zwischenlagen, die 
einander unendlich benachbart sind, aber habe sie die 
^-Coordinaten y und y + dy. Wir nennen daher diese Lagen 
kurz die Lagen y und y + dy. Die Ebene E schneide in 
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der Lage y die Gontur von dx in den Punkten Ä und B. 
Es ist nun: 



Vi 



JOdy=f{OB-OA)dy. 



y* 



Habe Ä die Coordinaten rc, t/, x dagegen B die Coordinaten 
^ + l> Vi ^ ■" ?) so 18^ Ä^so: 



03=0^ + 1^-?'^ 



yi 



dx 



yi 



a» 



daher: 



/ö., = ||/i.,-^/^.,= 



dx ex 



¥• 



y« 



Da fHdx und /"^rfa; durch cyklische Vertauschung gewonnen 
werden 9 so ist hiermit die Formel 39 erwiesen. Die For- 
meln 39 und 41 

gelten mit unverän- ^- 21. 

dertem Zeichen für 
Hopfencoordinaten , 
wenn in denselben 
die Hopfendrehung 
als positive Drehung 
gewählt wird , d. h. 
also die Drehung 
von der positiven x- 
Axe auf kürzestem 
Wege gegen die posi- 
tive y-Ajue (also von 
der positiven ^Axe jg> 
gesehen im Sinne 
des Uhrzeigers ; ent- 
gegen einer gewöhn- 
lichen Schraube, die 
in einer fixen Mut- 
ter in Richtung der wachsenden z fortschreitet). Natürlich 
muss dann auch die Normale n so gelegt werden, dass, 
wenn sie eine Hopfenstange und dx der Erdbod^i wäre, die 
Drehung der Hopfenranke die gewählte Umkreisungsrichtung 
von dx wäre. Wir aber wollen uns, entgegen sonstiger 

BoltzmsnD, Vorleeimgen. 5 
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Münchener Art, hier unter Verschmähung des Hopfens stets 
an den Wein halten. 

Ich bemerke noch, dass unsere Beweise rein geome- 
trische waren, dass also in Gemässheit der Gleichungen 39 
und 41 die Relation: 



42) 



f{Fdx + Gdy + Hdz) = jdx [(|| - ||) cos {rix) 
+ lä^ - äjj ^^« (^2/) + (^ - ^J cos {nz)\ 



Fig. 22. 



stets besteht, wenn J^, O, H beliebige Funktionen von x, 
y, et;, femer dx ein beliebiges Flächenelement und n seine 
Normale ist und die Integration fiir Weincoordinaten wein-, 
für Hopfencoordinaten hopfenwendig über die Contur von dx 
erstreckt wird. 

77. Da ich die vorliegende Theorie die Maxwell' sehe 
nannte, muss ich es entschuldigen, wenn ich im folgenden 
von Maxwell's Wege abweiche. Dieser betrachtet nämlich 

nun sogleich den Magnetismus, wo- 
durch es den Anschein gewinnt, als 
ob derselbe als ein von der Elektri- 
cität verschiedenes Agens betrach- 
tet würde. Um jeden derartigen 
Schein zu vermeiden, wollen wir 
dagegen zunächst bloss von Sole- 
noiden sprechen. 

Wir dachten uns bisher die 
kleinen Ströme dx so angeordnet, 
dass sie mit ihren Conturen an- 
einanderstossen. Wir wollen jetzt 
eine andere, die perlschnur-, rosen- 
kranzartige oder solenoide Anord- 
nung derselben betrachten. Sei eine 
beliebige Curve SN Fig. 22 d^rch 
beliebig viele äquidistante Punkte 
(A, B, G..), von denen v auf die 
Längeneinheit entfallen, in sehr kleine Elemente dS ^ AB 
=^ BC». = l:v getheilt. Eine gleiche Zahl congruenter 
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Scheibchen von sehr kleinem (nicht vielleicht gerade unend- 
lich kleinem) Flächeninhalte dx werde so angeordnet^ dass alle 
senkrecht zur Curve und ihre Schwerpunkte in ^, -B, C... 
Hegen. Die Contur eines jeden Scheibchens werde von einem 
elektrischen Strome von der (für jedes Scheibchen gleichen) 
Intensität Vg durchflössen, und zwar wein wendig, d. h. da 
wir uns die Curve SN (und ebenso ihre Längenelemente 
dtS) von S gegen N gerichtet denken, dem Sinne des Uhr- 
zeigers entgegen, wenn das Auge vom Punkte N auf die 
Scheibchen blickt. 

Das ganze System heisse das Solenoid S, welcher Buch- 
stabe zugleich die Länge der Mittellinie SN des Solenoides 
bezeichnet. Befindet sich dasselbe in einem beliebig ge- 
gebenen elektrischen Felde , so ist das Moment des Stromes, 
welcher ein Scheibchen umkreist nach Formel 39 d. vor. Art. : 

J{dx) = dx[acos{dS,x) + bcos{dS, y) + ccos{dS, z)]. 
Bezeichnet man die Projectionen des Elementes dS der 
Mittellinie auf die drei Coordinatenaxen mit dx, dy, dz, 
so ist wegen dS = l:v 

J(dx) = vdx{adx -{-hdy + cdz). 
Das Moment des ganzen Solenoides ist nach Gleichung 29 
Art. 68: 

43) J{8) = vdxf{adx + bdy + edz), 

wobei die Integration von dem Anfangspunkte S bis zum 
Endpunkte N der Mittellinie zu erstrecken ist. 

Es ist wichtig zu bemerken, dass a, b, c bloss von 
der Beschaffenheit des Feldes, in welchem sich das Sole^ 
noid befindet, dagegen die übrigen Grössen bloss von der 
Beschaffenheit des Solenoides abhängen, bis auf J, worin 
beiderlei Grössen gemischt vorkommen. Setzen wir: 

44) ßfldx + bdy + cdz) = 9>, 
also: 

45) « = ä^'^ = ä^''' = d7' 

SO wird auch (p bloss von der Natur des Feldes, dem an- 
genommenen Anfangswerthe und, wenn es kein vollständiges 
Differentiale sein sollte, vom Integrationswege abhängen. 
Es ist dann einfach: J{S) = vcpdx. 

5* 
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7. Erfahr 7g^ MultipUcirt man diesen Ausdruck mit — T^ und diflfe- 

Äuf^chio^ rentirt partiell nach den Coordipaten, welche Q-estalt und 
wiru keine Lagc der Mittellinie des Solenoides bestimmen , so erhält 
man nach Gleichung 31 Art. 69 die ponderomotorischen 
Kräfte , welche im gegebenen Felde auf das Solenoid wir- 
ken. Wir nehmen nun als durch die Erfahrung gegeben 
an, dass auf geschlossene Solenoide, d. h. auf solche, für 
welche die beiden Punkte N und S zusammenfallen, in 
einem homogenen Medium niemals eine Kraft wirkt, wenn 
die Ströme des Feldes nicht durch die Scheibchen des So- 
lenoides hindurchfliessen. Daraus folgt also, dass alle 
Differentialquotienten von (p nach allen, Gestalt und Lage 
der Mittellinie bestimmenden Variabein Null sind; dass (p 
für ein geschlossenes Solenoid eine von Gestalt und Lage 
der Mittellinie vollkommen unabhängige Constante ist. 

Wenn die Mittellinie des Solenoids nicht von den dem 
Felde angehörigen elektrischen Strömen umschlossen wird, 
so muss diese Constante gleich Null sein. Denn dann kann 
das Solenoid , ohne Ströme des Feldes zu durchkreuzen, in 
unendliche Entfernung gebracht werden. Wir nehmen aber 
an, dass in unendlicher Entfernung jede Wirkung des Fel- 
des aufhört, dass also dort J, welches ja nach seiner Der 
finition die Wechselwirkung zwischen Feld und Solenoid 
misst und nur Glieder enthält, die von dem Zusammen- 
wirken beider abhängen. Null ist. Wäre das Solenoid ganz 
in einer von Elektricität durchströmten Schale eingeschlossen, 
so könnte ohne erhebliche Störung des Feldes in diese immer 
ein unendlich kleines Loch gemacht werden, durch welches 
das auf eine einzige Linie zusammengeschobene Solenoid 
hinaus und in unendliche Entfernung gebracht werdea 
könnte. 

Wird dagegen die Mittellinie des Solenoids von einem, 
oder mehreren Strömen des Feldes umschlossen, so kana 
dasselbe nicht ohne Zerreissung oder Durchkreuzung in. 
unendliche Entfernung gebracht werden; dann braucht y> 
nicht gleich Null zu sein, bleibt aber noch immer con- 
stant, wenn die Mittellinie ihre Gestalt beliebig ändert, 
so lange nur keiner der Ströme des Feldes durchkreuzt wird^ 
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Daraus folgt nach bekannten Sätzen der Theorie der 
Differentialausdrücke^ die besonders in der Theorie com- 
plexer Funktionen Anwendung finden, dass dtp in jedem 
Kaume, der nicht von den elektrischen Strömen des Feldes 
durchsetzt wird, ein vollständiges Differentiale ist und (p 
selbst eindeutig bleibt, solange nicht durch den Integra- 
tionsweg Ströme des Feldes umfasst werden. 

79. Ist das Solenoid ein ungeschlossenes, so werden ^j^^ 
also bloss Kräfte vorhanden sein, welche auf seinen An- «o^- 
fangspunkt und Endpunkt wirken; auf alle anderen Ya- 
riabebi, welche bloss den Verlauf der Mittellinie zwischen 
diesen beiden Punkten bestimmen, werden keine Ej-äfte 
wirken. Bezeichnen wir den Werth von qp für den Punkt 
N mit keinem Index , den für den Punkt S aber mit einem 
Striche, so wird nach Gleichung 43 für ein homogenes 
Medium: 

J{S) = vdx{(p—tp'). 
Sind Xj y, % die Coordinaten des Punktes N und X, Y, Z die 
Componenten der auf diesen Punkt im Felde wirkenden 
Kraft und setzt man das Produkt 

46) vVs dx = m, 
so findet man also: 

47) X=-m||, r=-m||, Z=-mf^, 

oder nach den Gleichungen 45: 

48) X= — ma, F= — mb, Z = — mc. 
Dieselben aber gerade entgegengesetzt bezeichneten Aus- 
drücke gelten för das andere Ende /S des Solenoides. 

Wir können jetzt N als den Nordpol des Solenoides 
und m als die Intensität dieses Nordpols bezeichnen. Es 
ist die Menge Nordmagnetismus, welche daselbst concentrirt 
gedacht werden müsste , um die Wirkung des Solenoids zu 
ersetzen. Eine gleiche Menge Südmagnetismus müsste na- 
türlich in S concentrirt gedacht werden. Durch die Zahl 
m ist das Solenoid vollkommen charakterisirt. Alle Sole- 
noide, fiir welche m und die Lage der beiden Enden die- 
selbe ist, verhalten sich in allen ihren Wirkungen voll- 
kommen gleich. 
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80. Der Fall, wo die Mittellinie des Solenoids von 
elektrischen Strömen umschlossen wird, also (/^ mehrdeutig 
ist, bedarf einer näheren Erläuterung. Wir denken uns 
da zunächst einen unendlichen geradlinigen Strom (Fig. 23) 
AB von der Intensität /' und der Richtung von Ä gegen 
B und in der Entfernung r davon den Nordpol JV eines 

Solenoides von der Intensi- 
tät m, während sich der 
Südpol des Solenoides in 
so grosser Entfernung be- 
findet, dass er keine be- 
merkbare Einwirkung er- 
fährt. 

Wir nehmen als durch 
die Erfahrung gegeben an, 
dass die Kraft P, welche 
ein solcher Strom auf den 
Solenoidpol ausübt, erstens 
der Intensität des Stromes T, 
zweitens der Intensität m des 
Solenoidpols proportional, 
drittens der Entfernung beider r verkehrt proportional ist und 
viertens auf der Ebene ÄBN senkrecht steht und ihrem Sinne 
nach durch die bekannte Ampere 'sehe Sch¥n[mmerregel de- 
finirt ist. Der Nordpol wird also weinwendig, d. h. wenn das 
Auge von B aus darauf blickt, dem Uhrzeiger entgegen um 
den Strom herumgedreht. Diese Gesetze wurden von Biot 
und Savart (freilich für einen Magnetpol) experimentell ge- 
prüft. Wir setzen daher, um mit Maxwell's Bezeichnung 
der Constante in Einklang zu bleiben: 

P= 2fjLml:r. 
Es ist nun die Arbeit zu berechnen, welche geleistet 
wird, wenn der Strom fix ist, aber der Solenoidpol eine 
beliebige geschlossene Curve NQRÜ Fig. 23 beschreibt. 
Sei NQ ein Element dieser Curve, N'Q' dessen Projection 
auf eine Ebene, welche durch einen beliebigen Punkt O 
des Stromes senkrecht zu diesem gezogen ist und N'T ±_ 0N\ 
Dann hat N'T die Richtung der Kraft P und es ist die 
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Arbeit, welche vom Solenoidpole auf dem Wege NQ ge- 
leistet wird: 

PxN'T=2fAmV X^N'OT. 
Beschreibt daher N eine geschlossene Cnrve, so ist die 
Arbeit gleich Null, wenn diese den Strom nicht umfasst, 
dagegen AnixmVj wenn sie den Strom einmal weinwendig 
umschlingt. Es ist noch zu bemerken, dass dies die Arbeit 
ist, welche bei Bewegung des Pols in sichtbare lebendige 
Exafb oder in Arbeit gegen die die Bewegung verlang- 
samenden Aussenkräfte verwandelt, also der Energie des 
Mediums entzogen und durch die galvanische Batterie wieder 
nachgeliefert wird, die den Gegeninduktionsstrom m AB 
aufheben muss. 



Ifeimte Vorlesung. 

Elektrische Ströme in Körpern. 



81. Wir gehen nun wieder zur Betrachtung eines völlig «trffnunf im 
neuen Falles über. Wir setzten bisher immer nur lineare 
Stromfäden voraus. Wir wissen aber, dass auch räumliche 
dreidimensionale Körper von Elektricität durchströmt wer- 
den können; ja dass das letztere sogar der einzig praktisch 
realisirbare Fall ist, der sich dem eines linearen Strom- 
fadens nur mehr oder minder nähern kann. 

In einem solchen räumlich ausgedehnten, von Elektri- »- ^rr«*- 
citat durchströmten Körper hat aber die elektrische Strö- struiM <» 
mung an jeder Stelle eine bestimmte Richtung, und weder tbmfaxu ge- 
diese noch die Intensität der Strömung ändert sich sprung- 
weise (höchstens mit Ausnahme verschwindend weniger 
Stellen), so dass wir f&r alle unmittelbar benachbarten 
Punkte Stromrichtung und Intensität im Allgemeinen gleich 
Yoraussetzen können. Wir können uns die Sache dann immer 
so denken, als ob der Körper von unendlich vielen unend- 
lich dicht aneinander liegenden Stromfaden durchzogen 
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wÄrde, deren jeder die früher einzelnen Stromfäden bei- 
legten Eigenschaften besitzt. 

Wir legen durch einen Punkt P des Körpers ein un- 
endlich kleines Flächenelement dq Fig. 24 senkrecht zu 
den Stromföden. Mdq sei die Zahl der Stromfaden , welche 
durch dq hindurchgehen, /' die Stromintensität in einem 

einzelnen derselben. Wir können 
^' 2^- also M als die Zahl der Stromfäden 

bezeichnen, die durch die Einheit 
des Querschnittes normal hindurch- 
gehen, oder besser gesagt, hindurch- 
gehen würden, wenn der Strömungs- 
zustand, der gerade im Punkte P 
herrscht, in einem endlichen Theile 
des Körpers gleichmässig herrschen 
würde. Das Produkt Ml' nennen 
stromdichtig- WTC die Stromdichtigkcit im Punkte P. Da wir uns den 
elektrischen Strom nicht nothwendig als Strom eines 
Fluidums denken, wollen wir es noch als eine beson- 
4. Hypothek, dorc Hvpothese auffassen , dass mehrere unendlich nahe 

ouperpos. der *' ■*■ ' 

Wirkung un- parallele Ströme einem einzigen äquivalent sind, dessen 

endlichnaher z. . -i.-ii m -i ti «aa » j. -n'T-i 

atrüme. Intensität gleich der Summe ihrer Intensitäten ist. r reiüch 
wäre ohne diese Hypothese die Aufstellung von Formeln 
für räumliche Ströme kaum möglich. Theilt sich dann ein 
Büschel von Stromfäden, die anfangs unendlich nahe waren, 
in zwei getrennte Büschel, so haben wir den Vorgang der 
Stromverzweigung. 

82. Wir denken uns nun einen Solenoidpol an die be- 
treffende Stelle gebracht und berechnen nach zwei Methoden 
die Arbeit Ä, welche derselbe leistet, wenn er eine beliebige 
unendlich kleine, in einer Ebene liegende, durch den Punkt 
P gehende geschlossene Curve <t in einer bestimmten Um- 
kreisungsrichtung durchläuft. Durch Gleichsetzung beider 
Werthe von Ä gewinnen wir dann drei Gleichungen. 

Die Arbeit, welche bei der Bewegung durch ein Längen- 
element d a der Curve geleistet wird, ist nach Formel 32 Art. 69 : 
49) ^ = - l'gdJiS), 

wobei dJ{S) die Veränderung ist, welche das Moment des 
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Feldes J{S) auf das Solenoid erfährt, wenn der Pol die 
Strecke d<F zurücklegt. Wir denken uns nun im Körper 
einen den Punkt P umschliessenden Cylinder Z construirt 
(Fig. 24), der ^ar auch unendlich klein, aber unendlich 
gross gegenüber der Gurre a ist. Seine Axe soll die Länge 
ds haben und parallel den Stromfäden sein, ds soll sehr 
gross gegenüber den Querdimensionen des Cylinders und 
diese wieder sehr gross gegenüber der Gurve a sein. 

Wir theilen Ä in zwei Summanden B und (7; B soU 
diejenigen Grlieder der Gleichung 49 enthalten, die von 
allen ausserhalb des Gylinders liegenden Stromtheilen her- 
rühren, also die Arbeit darstellen, welche gegen die von 
ihnen ausgeübten Kräfte geleistet wird. C dagegen be- 
zieht sich auf die innerhalb des Gylinders liegenden Strom- 
theile. 

Wir können uns die Mittellinie des Solenoids dabei 
beliebig biegsam und ausserhalb des Gylinders Z bei der 
Arbeitsleistung Ä immer nur sich in sich selbst verschie- 
bend denken. Dann wird also keiner der ausserhalb Z 
liegenden Stromtheile vom Pole umkreist; es ist keine Ver- 
anlassung zu einer Discontinuität oder Mehrdeutigkeit des 
Integrales 44 für diese Ströme vorhanden. Daher ist für 
sie Anfangs- und Endwerth von J{S) gleich und der Aus- 
druck 49 (vgl. Gleichung 43) über die geschlossene Gurve <r 
integrirt liefert für sie den Werth Null. Es ist also B =^ o. 

Bei Berechnung von G aber kann man jeden innerhalb 
des Gylinders Z liegenden Stromfaden als Gerade und un- 
endlich lang betrachten. Es ist also nach dem am Schlüsse 
der vorigen Vorlesung Gefundenen die Arbeit ebenfalls 
gleich Null für alle Stromfäden, welche nicht durch die 
Curve (T hindurchgehen. Für alle Stromfaden zusammen- 
genommen, welche hindurchgehen, ist die Arbeit 
50) . = -4 = 4nfAmMfdq. 

Man würde noch einfacher zum Ziele gelangen, wenn 
man sich bei Ableitung dieser Formel auf neuere Versuche 
von Joubin^) beriefe, welcher direct die Kräfte experimen- 



^) Joubin, Compt. rend. der Par. Akad. Bd. 110 p. 231. 



dickte. 
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teil bestimmte, die auf einen in durchströmter Kupfersulfat- 
lösung tauchenden Magnetpol wirken. Da aber diese Ver- 
suche weniger bekannt sind und ihr Resultat auch vielleicht 
weniger zweifellos feststeht, so zog ich Ss vor, von den 
Versuchen Biot's und Savart's auszugehen. 
(kmponenten §2. Wir bezeichueu nun die drei Grössen: 

der Strom' 

51) u = MV COS (r, x), V = MV cos (r, y)j 

w = J/rcos(r, x), 

(wobei V die Richtung der positiven Strömung ist, die mit 
der Cylinderaxe ds zusammenfällt), als die Componenten 
der Stromdichte im Punkte P, femer den von der Curve a 
umschlossenen Flächeninhalt mit dxj endlich die Normale 
zu dieser Curve mit n. Der Sinn dieser Normalen ist wieder 
so zu wählen, dass die angenommene Umkreisungsrichtung 
der Curve g die weinwendige ist. Es ist dann: 
dq = dx cos (r, n)^dx [cos {}', x) cos [n, a;) + cos {l', y) cos (n, y) 

+ cos {l', x) cos (w, x)\. 
Daher liefert Formel 50: 

52) A = Aiiiimdx\u cos {n, o^ + v cos {n, y) + w cos {n, x)"]. 

Nun wollen wir die Grösse Ä nach der zweiten Methode 
berechnen, indem wir die Kräfte X, Y, Z, welche auf den 
Solenoidpol wirken, den Gleichungen 48 entnehmen. Da- 
mals wurde (siehe Gleichung 46 und 47) gesetzt: 

° ox ° dx 

Die letzte Gleichung folgt aus dem am Schlüsse des Art. 64 
Gesagten. C ist die in der vierten und fünften Vorlesung 
so bezeichnete Grösse. Aus Gleichung 19 Art. 50 und dem 
unmittelbar nach ihrer Entwickelung Gesagten folgt, dass 
— Xdx — Ydy — Zdx die der elektrokinetischen entnom- 
mene, in sichtbare verwandelte Energie ist. Substituiren 
wir in diesen Ausdruck die Werthe 48 und integriren wir 
über die Curve (7, so erhalten wir: 

A = mf[adx + hdy + cdx). 

Da, wie wir bereits bemerkten, die Formel 42 Art. 76 
immer gilt, wenn darin F, O, H beliebige Funktionen von 



J 
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Xy y, X sind, so können wir daselbst auch a, h, e für F, H, Q 
snbstitmren, und erhalten: 

Ä = wrf«[(|| - 1^) cos {n,x) + (IJ _ ll) cos (n, y) 

Setzen wir dies dem Ausdrucke 52 gleich und be- smu^ 
denken , dass die Gleichheit für ganz beliebige Werthe der ^Smü^iSI" 

Cosinus gelten muss, so erhalten wir die drei Glei- 
chungen: 

!. de dh . da de 

^ dy dx ^ dx dx' 

. db da IX 

83. Es handelt sich noch darum, auch die Bedeutung 
der übrigen Grössen bei der Strömung in körperlichen Lei- 
tern zu fixiren. Wenn wir zunächst zur Gegenkraft der 
Bewegungshindemisse übergehen wollen, so haben wir strenge 
zwischen Leitern und Dielektricis zu unterscheiden. Da 
das Wort „Widerstand" leider zur Bezeichnung des mit oo 
bezeichneten galvanischen Leitungswiderstandes gebräuchlich 
ist, so müssen wir uns wohl hüten, statt „Gegenkraft der 
Bewegungshindemisse" ebenfalls das Wort „Widerstand" 



^) Das bisher Gesagte gilt nur im homogenen isotropen Medium. 
Eine an verschiedenen Stellen verschieden concentrirte Eisenchlorid- 
lösung giebt ein Beispiel eines inhomogenen isotropen Mediums. Ver- 
snche in solchen Medien liegen noch gar nicht vor. Am ersten kann 
man noch aus den Grenzbedingungen, die fiLr Trennungsflächen zweier 
verschiedener Körper gelten, also gewissermaassen durch Umkehrung 
der Methode, welche die Grenzschichten als dünne, aber continuirliche 
Uebeiigänge betrachtet, auf das Verhalten solcher Medien einen Schluss 
ziehen. So viel ist sicher, dass geschlossene Solenoide, welche auch 
im Innern von einem inhomogenen Medium erfüllt sind, Kräfte nach 
Aussen ausüben würden und dass daher die einfachste Verallgemei- 
nerang unserer Gleichungen darin besteht, dass wir für solche Medien 
setzen: 

_ .^ J y dx dx dx 

^ dx dy ' 
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zu gebrauchen , weil sonst Verwechslungen dieser^ wie schon 
im Artikel 43 auseinandergesetzt wurde, total verschie- 
denen Grössen unvermeidlich wären. 
^^TlS^' Betrachten wir zunächst einen Leiter: daselbst ist die 

ife/>^^*"i» Gegenkraft der Bewegungshindernisse in einem einzelnen 
emenunah- Stromfadcu W = G)l\ Wir sctzeu voraus , dass sich gerade 

hangigen Bf 

trag. 80, wic CS fÜr die elektromotorischen Kräfte schon durch 
die dritte Hypothese Artikel 61 bedingt ist, auch diese 
Gegenkraft aus unendlich vielen Summanden zusammensetzt, 
von denen je einer Vdo) von je einem Elemente ds des 
Stromfadens herrührt, und dass dann die in der vierten 
und fünften Vorlesung entwickelten allgemeinen mechanischen 
Beziehungen nicht bloss für jeden Stromfaden als Ganzes, 
sondern auch für jedes Element ds desselben gelten. Dann 
ist also: 

Den Werth von MV erhält man, wenn man die Gleichungen 
51 der Reihe nach mit cos (/', x), cos {V, y), cos (/', x) multipli- 
cirt. Es folgt dann: 

W = f-^ [w cos {V, x) + V cos {V, y) + w cos {V, x)]. 

i)»f^wk?TO-* Seien ferner |, iy, f die Componenten der äusseren 

motoruche Kräfte, wclchc die Bewegung der Elektricität in dem Ele- 

Kraft lasst ^ ^ ^ 

sieh in Com- mcutc ds uuscrcs Stromfadens antreiben; dann ist die Kraft, 

ponenten zer- 

ugen. wclchc iu der Richtung von V wirkt, 

|co8(r, x) + fj cos {V, y) + f cos(/', %\ 
daher die Gesammtkraft im Stromfaden: 

/•[l cos {V, x) + ifi cos (/', 2/) + ? cos {V, «)]. 
Endlich ist nach Formel 30 und 35 Art. 68 und 72: 
J[s) ^ fds [i^'cos (/', x) + G cos (/', y) + jBTcos {V, x)]. 

Wenn keine sichtbare Bewegung der ponderablen Körper 
eintritt, wird also: 

<^«^W r^ \dF ,v ^ , dG „, X , dH 



dt 



= jds \-^ cos (r, x) + -^ cos {l\ y) + -^ cos (r, x)\ 
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Die Gleichung 28 Art. 67 liefert daher: 

cos {V, x) + f} cos {l, y) + f cos {V, x)\ 



55) 



+ r j^ [m cos (/', ir) + V cos (r, y) + u; cos (/', x). 



Nach den gemachten Annahmen muss die obige Gleichung 
for alle Elemente ds einzeln erfüllt sein ; es muss also zu- 
nächst sein: 

I = Xj rf«, iy = Fj ds, C = ^1 ds, 
wobei X^, Fj, Z^ endliche Grössen sind und die Componen- omp(mtnun 
ten der die galvanisch geleitete Strömung im betreffenden madkenKraft, 
Punkte des Körpers antreibenden äusseren elektromoto- 
rischen Kraft (Chemismus, Thermoelektricität) darstellen. 
Femer muss sein 

, Mds 

wobei die endliche Grösse C die specifische Leitungsfähig- sptdfiacht 
keit des Körpers im betreffenden Punkte heissen soll. ^^^ST 
Diese Formel zeigt zugleich, dass der galvanische Wider- 
stand d(x) des Elementes des Stromfadens der Länge ds 
desselben direct und dem Querschnitte verkehrt propor- 
tional ist, da ja M Stromfaden auf die Querschnittseinheit 
entfallen und folglich 1 : if als Querschnitt eines Fadens zu 
betrachten ist. 

Die Anwendung der Gleichung 55 auf ein einzelnes 
Element liefert nach Substitution dieser Werthe: 

84. Für die in der Zeit 8t in einem Stromfaden von j^ae* 
der Länge ds entwickelte Joule 'sehe Wärme liefert die vou^^L^ 
Gleichung 17 (Art. 50): 

dfDl'^St^^V^St. 

Das Volumelement von der Länge ds und dem Querschnitte 
dq y also dem Volumen dqds ^ dr enthält Mdq solcher 



metUt» 
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Fäden , daher ist die darin während der Zeit St entwickelte 
Joule 'sehe Wärme Mdqmsl so gross ^ also gleich: 

57) dI=^^r^St=^^{u^ + v^ + w^. 
Eiektrokine- ßfe elcktrokinetische Energie in einem Elemente ds 

titdie Energie . « /• t 

eintJf Volum', emcs Stromfadens ist nach Gleichung 33 (Art. 70): 

L j^s) =^^ds [Fcos (r, x) + G cos {V, y) + fl'cos iV, %)'], 

die im Volumelemente dr von der Länge ds und der Quer- 
schnitte dq also: 

idE^^dr [jPcos (r, x) + cos (/', y) + cos {V, x)} 

58) { 

= ^{uF+vG + wE). 

cimponfnien 85. Gcuau SO nehmen wir in einem Volumelemente dr 

truchm Po- von dcr Länge d» und dem Querschnitte dq eines Dielek- 
an»ai(m. ^^^j^^j^g j|£^^ parallele, durch Aenderung einer dielektri- 
schen Verschiebung l entstehende Ströme an. Nur ist 
jetzt die Gegenkraft der Bewegungshindemisse W dem un- 
differentürten l proportional. Wir müssen daher setzen: 

59) Ml cos {}, x) = f, Ml cos {l, y) = g, Ml cos {l, x) = h; 
f, g, h sollen die Componenten der dielektrischen Polarisa- 

Beibungseiek^ tiou der Volumeucinheit heissen. Wir wollen femer die 

tromotonsche 

A>a/''. Componenten der im Dielektricum wirkenden äusseren elek- 
tromotorischen Kräfte mit X^, Yg, Z^ bezeichnen und sie die 
Componenten der reibungselektromotorischen Kräfte nennen, 
womit wir nicht etwa behaupten woUen, dass im Dielektri- 
cum nur durch Reibung Elektricität erregt werden könnte, 
ja nicht einmal, dass überhaupt die mechanische Reibung 
die eigentliche Ursache der Elektricitätserregung daselbst 
sei.^) Diese drei Grössen treten in der Gleichung 55 an 
die Stelle von -X^, Y^, Z^\ an Stelle von u, v, w tritt 

df dg dh . 
dt' dl' dt' 

*) Um dies sowie schwerföllige Wortzusammensetzungen zu ver- 
meiden und gleichzeitig einen sicher Würdigen nach beliebten Mustern 
zu feiern, könnte man dem Galvanismus den Guerikismus gegenüber- 
stellen imd X^y Y^y Z^ die guerikischen Kräfte nennen. 
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endlich an Stelle von C eine andere Constante ä::4«, welche ^'«^**^- 
wir die Dielektrisirungszahl oder Dielektricitatsconstante 1 

nennen wollen. Gerade so, wie wir aus der Gleichung 55 
die Gleichungen 56 gewonnen haben , so ergeben sich jetzt 
die folgenden Gleichungen: 

4,,.*(^-|?), 4„-*(r.-|?), _^ 

OU) < rung^glev- 



4.Ä = *(^_^^. 



chungtn. 



Für die Energie der dielektrischen Polarisation im Entrgit d«r 
Volumelemente dz aber ergiebt sich aus der Gleichung 18 Pouxruatum 

/ k —j. KfW *** et*»«» Vo- 

(Art. OV): lumelemenU, 

61) dn^^(f^ + g^ + h^. 

Es ist hierbei noch wohl zu bemerken, dass im Dielektri- 

cum die Stromcomponenten w, v, w immer die Werthe 

ao\ ^f ^9 dh 

^^^ Tt' Ji' 'dt 

haben, welche Werthe namentlich auch, sobald es sich um 
ein Dielektricum handelt, in den Stokes'schen Stromgleichun- 
gen 53 und 54 Art. 82 substituirt gedacht werden müssen. 

86. Selbstverständlich giebt es zwischen reinen Leitern r. HypotUft. 
und reinen Isolatoren Zwischenstufen, sogenannte Halbleiter tioMprmdp 
oder besser gesagt, leitende Dielektrica; denn die wesent- ^DttUMricum. 
lichste Eigenschaft derselben besteht weniger in ihrem zu- 
meist sehr grossen Leitungswiderstand, sondern vielmehr 
darin, dass neben der elektrischen Leitung sich darin auch 
dielektrische Polarisation bemerkbar macht. 

Die experimentelle Untersuchung dieser Zwischenstufen 
bietet gerade die grössten Schwierigkeiten, da die Ober- 
flächenleitung und ausserdem bei festen Körpern die In- 
liomogenität, bei Flüssigkeiten der Feuchtigkeitsgehalt und 
anderes sehr stören; daher ist es erklärlich, dass ausser 
einigen bestätigenden Versuchen von Cohn und Arons^) 
die Maxweirsche Annahme über das Verhalten dieser Halb- 
leiter noch keine experimentelle Prüfung gefunden hat und 



») Wied. Annalen Bd. 28, S. 454, 1886; Bd. 33, S. 13, li388. 
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daher heutzutage wohl noch als Hypothese bezeichnet werden 
muss. Dieselbe besteht darin, dass in Halbleitern dielek- 
trische Polarisation und galvanische Leitung sich unbehin- 
dert superponiren, die eine durch die Dielektrisirungsglei- 
chungen 60, die andere durch die Widerstandsgleichungen 
56 bestimmt. Die äusseren elektromotorischen Elräfte, welche 
auf die dielektrische Polarisation wirken, können dabei 
möglicherweise andere sein und daher andere Werthe haben, 
wie diejenigen, welche auf die galvanische Leitung wirken; 
daher wurde zwischen Xj, Y^, Z^xmdX^, Y^, Z^ unterschieden. 
Als elektromotorische Kräfte der Liduction aber: 

dF:dt, dOidt, dHidt 

sind in beiden Fällen dieselben Werthe einzuführen, und 

zwar ist bei ihrer fierechnung die gesammte elektrische 

Stromstärke, sowohl die galvanische als auch die durch 

Aenderung der dielektrischen Polarisation bedingte, welche 

letztere durch die Ausdrücke 62 gegeben ist, einzuführen. 

Cimponetuen Um Imingeu vorzubcugen, wollen wir daher jetzt die Com- 

und de* gaiv. poneuteu dcr gesammten elektrischen Strömung mit u^ Vy w, 

^stromu. die der galvanisch geleiteten Strömung allein aber mitpy q, 

r bezeichnen, so dass wir haben: 

gtn. / ^ ^ dt^ ^ ^ dt^ ^ dt 

w^^tandi- ^ffiY erhalten dann statt der Gleichungen 56 die folgenden : 

Li den Gleichungen 53 und 54 dagegen ist nichts, q, r für 
u, V, w zu substituiren, sondern diese Gleichungen gelten 
ungeändert fiir das leitende Dielektricum und u, v, w haben 
in denselben die durch die Gleichungen 63 definirte Be- 
deutung. 

Ist die Hypothese, welche diesen Gleichungen zu Grunde 
liegt und von uns als die 7. bezeichnet wurde, auch heute 
noch nicht ganz feststehend, so fassen unsere Gleichungen 
doch jedenfalls in der einfachsten Weise die für Leiter 
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und Nichtleiter geltenden Relationen einheitlich zusammen, 

indem sie in die für Leiter geltenden tibergehen, wenn wir 

die Dielektrisirungszahl k = o setzen, dagegen in die für 

Dielektrica geltenden, wenn die Leitungsfähigkeit G = o ist. 

Man sieht leicht, dass diese für leitende Dielektrica 

aufgestellten Gleichungen ganz denjenigen entsprechen, 

welche wir für das durch Fig. 9 dargestellte Schema fanden 

und in Artikel 53 als die Gleichungen 23 bezeichneten. 

Den dort mit M^ oder M^ bezeichneten Kräften entsprechen 

jetzt Xj^ Yj, Zj, den mit N^^ N^ bezeichneten -X^, Y^, Z,; 

den Grössen n [n^ oder n^ und w' entsprechen f, g, h und 

Py q, r, den T aber u, v, w; endlich den Constanten m und 

^ die jetzt gebrauchten Constanten 1 : G und An \k. 



Zehnte Vorlesung. 

Gesetze der stationären und angenähert statio 

nären Strömung. 



87. Wir haben nun die Aufgabe der Ableitung der 
Q-rundgleichungen im Wesentlichen gelöst und es ist hier 
nicht meine Absicht, mich in eine weitläufige Anwendung 
derselben auf specielle Fälle einzulassen. Nur die Her- 
leitung der einfachsten Grundgleichungen der alten Elektri- 
citätstheorie und Optik soll noch angeschlossen werden, da- 
niit der Sian der gefundenen Gleichungen nach keiner Rich- 
tung dunkel bleibe. Wir wollen zunächst einige Gleichungen 
ableiten, welche nur Consequenzen der vorhergehenden 
Formeln darstellen, aber deren Kenntniss für die weiteren 
Entwickelungen unerlässlich ist. 

Aus den drei Gleichungen 40 (s. A der Zusammen- 
stellung in Art. 88) folgt sofort: 

da db de Continuität^ 

651 »r + ä~ + a" ==^ ^* gltichiwng der 

^ dx ' dy ' dx, Induktion. 

Boltzmann, Vorlegungen. 6 
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Ebenso folgt aus den Gleichungen »53 und 54: 

(Umtinuitäts^ ßß) ^ _|_ ^ + ^'^ Q^ 

gleichung der ' dx dy Ö»^ •''"" 

SirSmtmg. 

Die Grössen ^, Y-^j 2j^ haben nur an Stellen, wo galva- 
nische Elemente thätig sind oder durch Temperaturdiffe- 
renzen thermoelektromotorische Kräfte erzeugt werden, die 
Grössen JS^, F^, Z^, nur dort, wo gerade Eeibungselektrici- 
tät entwickelt wird, von Null verschiedene Werthe. Schliessen 
wir zunächst solche singulare Stellen von der Betrachtung 
ganz aus, so vereinfachen sich die Gleichungen 60 und 64 
und gehen über in: 

ß„v ^dF ^dG ^dH 

^^) ^=-^d7' ^=-^d7' ^=~^^' 

» 

68) 47tf——k-jT^ ^7ig='-k-zj7 Aiih = — k-jr' 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

, df ^dF k d^F 

^ dt dt AiU dt* 

Bilden wir die entsprechenden Gleichungen fiir v und w und 
addiren alle drei, nachdem wir die erste nach x, die zweite 
nach y, die dritte nach z differenzirt haben, so finden wir 
unter Berücksichtigung der Gleichungen 66 im homogenen 
Medium: 

wobei 

of\\ r\ d F , d G . dH . i 



Hieraus folgt: 
70) 



4:31 C 



Diese Gleichung hängt aufs Innigste zusammen mit den 
Gleichungen 89 — 93, welche wir später in Art. 97 und 98 
erhalten werden. Vorläufig wollen wir uns mit den folgen- 
den, schon jetzt erforderlichen Bemerkungen begnügen. 

Sei in dem betreffenden Eaume irgend ein Mal weder 
ein Magnet, noch ein elektrischer Strom, noch sonst eine 
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elektrische Wirkung vorhanden gewesen, so dass zu dieser 
Zeit überall die magnetischen und elektrischen Kräfte = o 
waren, was wir den neutralen Zustand des Feldes und 
der darin befindlichen Körper nennen wollen. Dann muss 
das Feld damals auf ein etwa hineingebrachtes Solenoid 
oder Stromelement gar keine Kraft ausgeübt haben; es 
müssen also die Differentialquotienten von F, O, H nach 
allen Coordinaten gleich gewesen sein, denn diese Diffe- 
rentialquotienten multiplicirt mit der Stromintensität und 
Projection des Stromelementes liefern die Kräfte, welche 
das Feld auf das Stromelement ausübt, mit Ausschluss der 
Wirkung des hineingebrachten Stromes auf sich selbst; 
daher muss zur in Bede stehenden Zeit = dO:dt = o 
gewesen sein. Haben seit dieser Zeit an einem Punkte des 
Feldes niemals elektromotorische Kräfte gewirkt, so haben 
seit dem die Gleichungen 67, 68 bis 70 gegolten. Daher 
müssen in der letzten dieser Gleichungen die Constanten 
(7j und C^ und daher auch 

71) = 

sein. Diese Gleichung hört jedoch in dem Momente, wo 
im betrachteten Punkte selbst galvanische Elemente, thermo- 
elektromotorische oder reibungselektromotorische Kräfte thä- 
tig sind, zu gelten auf. 

88. Behufs leichterer Uebersicht, sowohl für das fol- zusammm- 
gende als auch fiir die Leetüre der Originalabhandlungen Vektoren, 
vnü. ich hier die Vektoren und Componenten der verschie- 
denen Grössen, die Constanten sowie die wichtigsten Glei- 
chungen zusammenstellen: 



Vekt. Comp. 
Elektromagn. Moment S( F,0,H 
Magnetische Induktion fß a,b,e 
Totaler elektr. Strom ^ u, v, w 
XHelektr. Polarisation ^ f, ffj h 
Elektromotor. Kraft © P,Q,B 
Magnetische Kraft ^ ^y ßj f 
G-alv. geleitet. Strom Ä Pj Qi ^ 



Dielektrisirongszahl (Dielektrici- 

tätsconstante) L 
Magnetisirungszahl fi. 
Specifisches Leitungsvermögen 0, 
£lektrost. Potentialfunktion tp. 
Magnet. Potentialfanktion 9. 
Magnetismusmenge m. 
Elektrische Volumdichte e. 
Elektrische Flächendichte 17. 

6* 
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tum der 
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Folgendes sind femer die wichtigsten Gleichungen: 
1. Fundamentalgleichungen zwischen den Grössen, 
welche die BeschaflFenheit des Feldes definiren: 



A. 

40) 



B. 

53) 



C. 

60) 



D. 

64) 



dB 



dy 
, BF 

= — - 



dx 



dx 

dF 
dy 



. de db 



47tflV = 



da 
dx 



47tflW=^^ 



dx 

dx 
da 



dy 



B'. 

54) 



^"'' = Ä(7)~Ä(7)' 
4'»«'= Ali) -Ate) 



c. 

68) 






4ng = 



dG 
dt 



4nh = — k-rr 

dt 



D'. 

67) 



r^-G 



dF 
dt 

da 

dt 

dB 



dt 



E. 63. u=p + 



dt' 



V = p + 



dg 
dt' 



w = r + 



dh 

dt ' 



2. Folgegleichungen derselben: 



65) a. 

66) b. 



da , db de 



dx 



dx 

äu dv dw 



ßftx £i dF . dG , dB 

69) c. 9=.—+—+^ 



dx 
71) c'. = 0. 
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3. Gleichungen zur Bestimmung von Hilfsbegriffen: 

61) a. dII=2ndT{f^ + g^ + h'):k, 

,, dJids) 



31) ß. 



K(8) = - r 



dk 



28) r- 



41) S. 



■{ 



J{s) = fJ{ds) =f{Fdx + Qdy + Hdx) = 
= fJ{dx) =f{dX + bdfi + cdv) , 



51) 



€. 



u = 2fr COS (r, x) 
V = jfrco8(r, y) 

w = MV cos (r, 7i) 



^ = — wa = — W-sr^ 

ax 

'^ dy 



47) 



f. 






89. Es soll nun das Feld durch einen einzigen Sole- couiomb't 
noidpol N' von der Intensität m' erzeugt sein, welcher sich Ma^etpou. 
in einem homogenen Medium befindet , während der andere 
Fol des Solenoids unendlich entfernt ist. Dann ist überall 
im Felde w = «; = w; = o. Es folgt also aus den Gleichungen 
53 (J5), dass a, b, o die partiellen Differentialquotienten einer 
Funktion y> sind. Dieselbe hängt, da Wirkung gleich Gegen- 
wirkung ist und wir daher alles in Art. 79 Gesagte auch hier 
anwenden dürfen, nur von dem Punkte des Baumes ab, wo 
sich der Solenoidpol befindet, nicht aber von der Richtung und 
Lage der Mittellinie des Solenoids. Denn wenn wir an den 
Pol N" den Südpol eines zweiten Solenoides von gleicher In- 
tensität anlegen, so ist die Summe der (p für beide Solenoide 
zusammen stets gleich Null, wie immer bei unveränderter 
Lage des zweiten Solenoides die Richtung und Gestalt des 
ersten sich ändern mag Der Werth des (p, der von dem 
ersten Solenoid allein herrührt, in einem Aufpunkte P 
ist daher für jede Gestalt und Lage desselben gleich dem 
ganz davon unabhängigen negativen Werthe des ^ för das 
zweite Solenoid, woraus folgt, dass er nur Funktion der 
Sntfemung PN = r des Au^unktes vom Solenoidpol sein 
kann. Denn wäre er irgendwie von der Richtung die- 
ser Geraden abhängig, so müsste er sich ändern, wenn r 
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seine Lage gegen das (erste) Solenoid änderte und müsste 
sich daher auch umgekehrt in derselben Weise ändern, 
wenn die gleiche relative Lageänderung bei unveränder- 
ter Lage von r durch Aenderung der Lage des Sole- 
noides eintreten würde. Letzteres widerspricht aber dem 
vorher Bewiesenen. Da m' der Stromintensität im Sole- 
noide proportional ist, tp aber seiner Definition gemäss nur 
Glieder enthält, welche ebenfalls dieser Stromintensität pro- 
portional sind, so können wir also setzen: 

if r= m f{r). 
Die Gleichung 65 (a des Art. 88) liefert aber sofort: 

woraus bekanntlich folgt: 

Dadurch ist das Feld vollständig definirt. Es werde nun 
die Wirkung des Feldes auf einen Nordpol N eines zweiten 
Solenoides berechnet, der nach dem Punkte P gebracht 
wird. Dem Sinne unserer Formeln gemäss , die immer die 
Wirkung eines bestimmten Feldes auf einen bestimmten 
Aufstrom mit Ausschluss der Wirkung des letzteren auf 
sich selbst geben, ist dabei der zweite Nordpol nicht mit 
zum Felde zu rechnen. Nach den Formeln 47 (f des Art. 88) 
wirkt dann auf den zweiten Nordpol eine Kraft von der 
Intensität mm G^ : r^ in der Eichtung der Verbindungs- 
linien beider Pole. 

Parallel entgegengesetzte Ströme in der Entfernung Null 
heben einander auf. Da muss also das G enthaltende Glied 
der Gleichung 11, Art. 37, negativ sein, um die übrigen 
wesentlich positiven aufheben zu können; daher muss auch 
das Moment des einen Stromes auf den anderen negativ sein, 
wenn für den letzteren die Eichtung, in der er wirklich 
durchströmt wird, zu Grunde gelegt wird. Da dieses Mo- 
ment bei grosser Entfernung der beiden Ströme Null ist, 
muss dessen DijBferentialquotient nach der Entfernung (letz- 
tere wachsend gedacht) positiv sein. Daher ist die Kraft, 
welche von aussen wirken muss, um die Entfernung ent- 
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gegengesetzter paralleler Ströme constant zu erhalten, ne- 
gativ, d. h. sie wirkt dem Wachsthume der Entfernung 
entgegen oder die Ströme stossen sich ab. Da zwei un- 
mittelbar aneinanderstossende gleichnamige Solenoidpole 
ebenfalls entgegengesetzte Ströme enthalten, was man am 
besten sieht, wenn die Mittellinien sich continuirlich fort- 
setzen, so müssen auch diese sich abstossen. Dass obiger 
Ausdruck für die Wechselwirkung zweier Solenoidpole sein 
Zeichen wechselt , wenn einer der Pole ein entgegengesetzter 
ist, sieht man sofort. 

Fassen wir Stahlmagnete als Körper auf, in denen 
um jedes Molekül ein Elementarstrom fliesst, so ist der 
Beweis auch für Magnetpole geliefert. Nur der Einfluss 
etwaiger Veränderlichkeit der Constante fi , von welcher die 
magnetische Induktionswirkung abhängt, kann erst studirt 
werden, wenn man die Grenzbedingimgen für Flächen kennt, 
wo zwei verschiedene Körper aueinanderstossen. 

90. Es sei nun das Feld durch einen nahezu linearen Moment eine* 

Unearen 8tro- 

Strom von der Gesammtintensität * und beliebiger geschlos- me»auf 
sener Mittellinie erzeugt. Dann sind bloss im Innern des 
stromführenden Drahtes u, «?, w von Null verschieden. Im 
gesammten übrigen Eaume sind diese Grössen gleich Null. 
Um die Aufstellung besonderer Gleichungen für die 
Oberfläche des Leiters unnöthig zu machen, setzen wir fi 
innerhalb und ausserhalb desselben gleich voraus. Substi- 
tuiren wir in die erste der Gleichungen 53 {B) für b und c 
ihre Werthe aus den Gleichungen 40 {Ä), so erhalten wir: 

A AW ^^ 



tvMn Pumkt. 



dx 



wobei A das Symbol fiir 



ö« ö« ö« 



Bt^ dy* d%* 

ist. Vermöge der Gleichung 71 {d) folgt also: 
72) —4,'jtpi,u = AF. 

Um die Gleichung 71 unbedenklich anwenden zu können 
müssen wir annehmen, dass die Stelle, wo sich die strom- 
erzeugende galvanische Batterie befindet, etwas weiter ent- 
fernt ist, so dass nicht diese selbst, sondern bloss die in 
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der Drahtieitung circulirenden elektrischen Ströme das Feld 
bestimmen, oder wir müssen annehmen, dass auch die Bat- 
terie selbst den Zustand des Feldes nicht weiter modificirt, 
als dies durch die darin enthaltenen elektrischen Ströme 
bedingt ist , was keine Consequenz unserer Gleichungen ist. 
Femer sei noch folgende Bemerkung beigefügt: Die An- 
nahme, dass in der den Leiter umgebenden Luft u = v=w=^o 
ist, wird bloss erfüllt sein, wenn die Strömung im Leiter 
stationär ist oder sich doch nur sehr langsam mit der Zeit 
ändert, so dass sie während jedes Zeitmomentes als sta- 
tionär betrachtet werden darf.. Sonst entstehen in der um- 
gebenden Luft dielektrische Polarisationen, deren bestän- 
dige Veränderung bewirkt, dass auch in der Luft Uy v, w 
von Null verschieden sind. Da sich aber diese dielektri- 
schen Polarisationen wellenförmig mit der Geschwindigkeit 
des Lichtes ausbreiten, so kommen sie in allen Experimenten 
über Elektrodynamik und Induction nicht in Betracht mit 
Ausnahme der in der neuesten Zeit nach der Methode von 
Hertz angestellten. 

Unter allen diesen Annahmen ist also F eine Funktion, 
welche im Innern des Leitungsdrahtes der Gleichung ge- 
nügt: 
72) AF= — 47tfjiu, 

in der umgebenden Luft überall die Gleichung JF= o er- 
füllt und im Unendlichen jedenfalls verschwindet, da ja 
dort das Feld neutral sein muss. (Eine zu F hinzutretende 
reine, d. h. von x, y, Xj t unabhängige Constante würde 
übrigens nirgends in unsere Gleichungen eingehen.) 
ouichwigen Wir wisscu, dass , wenn dr ein Volumelement im 

für Strömung Innern des Leitungsdrahtes ist und die Integration über 
dessen ganzes Innere erstreckt wird , diese Gleichxmgen 
nicht anders erfüllt werden können, als wenn der Werth 
von F in irgend einem Aufpunkte P durch die Gleichung 
gegeben ist: F= u C^^^ , 

wobei r die Entfernung des Aufpunktes P vom betreffenden 
Volumelemente dr ist. Integriren wir dieselben Gleichungen 
AF^o und 72 nach derselben Methode für den Fall, 
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dass ausgedehnte Körper in beliebiger Weise räumlich von 
Elektricität durchströmt werden, so erhalten wir, wie man 
leicht sieht, die Gleichungen, welche Kirchhoff, Helm- 
holtz etc.^) für die Gesetze der Induction in räumlich aus- 
gedehnten Körpern fanden, natürlich mit den speciellen 
der Maxwell'schen Theorie eigenen Werthen der Con- 
stanten, welche Longitudinalschwingungen ausschliessen. 

Wir wählen als Volumelement dr wiederum einen Cy- 
linder, dessen Axe ds parallel der Stromrichtung ist und 
dessen Querschnitt den Flächeninhalt dq hat. Es ist dann 
nach den Gleichungen 51 («): 

u = -3f/'cos(/'^ x)j 
daher: 

MVdq, über den ganzen Querschnitt des Leitungsdrahtes 

integrirt, liefert die gesammte Stromintensität i. Zählen 

wir ausserdem noch die positive 

Richtung des Elementes ds in 

dem Sinne, in welchem der 

Strom fliesst, und bezeichnen 

die Cosinus der Winkel, welche 

dsy daher auch Z', mit den Co- 

ordinatenaxen bildet, mit a, ß, 

Y, Fig. 25, so ist: 



*ads 

Ebenso ergiebt sich: 



F=(iir- 




Hierdurch ist das Feld vollständig bestimmt und wir denken Biot-savarea 
uns zunächst in den Au^unkt P mit den Coordinaten x, 
y^ % einen Solenoidpol von der Intensität m gebracht (Fig. 25). 
Dann sind die Componenten der Kraft , welche im Felde auf 
diesen Solenoidpol wirken , nach den Gleichungen 48 (f des 
Art. 88): 



*) Kirchhoff, Wied. Ann. Bd. 100, S. 193 und 351, Bd. 102, 
S. 529, 1857; Helmholtz, Borchardt's Journal Bd. 72, S. 57, 1870. 
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X= —ma, F= —mb, Z= — wc. 
Nach den Gleichungen 40 {Ä) ist: 

dB dO ' C^^rot f\ ./ 'm 



= f^^f-J-ißV^-rx)y 



wobei X, y' , oi die Coordinaten des Elementes ds und y, /, t/; 
die Cosinus der Winkel sind, welche die positive (von ds 
gegen P gezogene) Richtung von r mit den positiven Coor- 
dinatenaxen bildet. 

Nun ist nach bekannten Regeln der analytischen Geo- 
metrie: 

ß = y(y/-/?'^f + {cc'ip-r(pY + {ßq>-ccx? = ^^rL{ds, r) 

ß'^—YX = •ßcos(n, x). 
Hier bedeutet n die Richtung, welche auf ds und r senk- 
recht steht und deren Sinn, da ß also auch sin (ds, r) 
immer positiv betrachtet wird, so zu nehmen ist, dass die 
Drehung der positiven c?s- Richtung in die positive r- Rich- 
tung auf kürzestem Wege weinwendig gegen die positive 
w-Richtung geschieht. Man überzeugt sich hiervon, wenn 
man ds mit der aj-Axe, r mit der y-Axe und n mit der 
;i;-Axe zusammenfallen lässt. Mit Hilfe der zuletzt ent- 
wickelten Gleichungen ergiebt sich: 

/ds 
-j sin {ds, r) cos (w, x) 

Analoge Formeln gelten für Y und Z. Da dies die Kräfte 
sind, welche von aussen wirken müssen, um den Solenoid- 
pol in Ruhe zu erhalten, so ist die Kraft, welche der Strom 
auf den Solenoidpol auszuüben scheint, gerade so gross, 
als ob jedes Element des Stromes auf denselben die Kraft 

fimids ein (ds, r) 

in der Richtung n ausüben würde. Bezüglich der Ueber- 
tragung auf Magnetpole gilt wieder das am Ende des vo- 
rigen Abschnittes über das Coulomb 'sehe Gesetz Gesagte. 
G^T^ür 91. Wir betrachten genau dasselbe Feld, wie im vo- 

die^jnjdMfc- j,|g^jj Abschnitte. Der Aufstrom soll aber jetzt ein zweiter, 
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nahezu linearer Stromkreis von beliebiger geschlossener 
Mittellinie sein. Es empfiehlt sich jetzt, die Intensität in 
dem ersten Strome, welcher das Feld erzeugt, mit i', ein 
Element desselben mit ds' und dessen Bichtungscosinus 
mit a, ß^, y' zu bezeichnen, so dass in einem Au^unkte 
P mit den Coordinaten », y, x die Componenten des Mo- 
mentenvektors die Werthe haben: 

wobei natürlich r wieder die Entfernung des Elementes ds 
vom Au^unkte P bezeichnet. Der Sinn aller Grössen ist 
der iBrüher definirte; a?', y\ x' sollen die Coordinaten des 
Elementes ds' sein. 

Dagegen soll i die Intensität im Aufstrome und ds 
soll das Element desselben sein, das sich im Aufpunkte P 
befindet. Die Co- ySx. 26. 

ordinaten dieses Ele- 
mentes sollen mit x, 
y^x^ seine Bichtungs- 
cosinus mit a, ß, 
y, seine Projectio- 
nen auf die drei Co- 
ordinatenaxen mit 
c?a;, dy, c?^ bezeichnet d^j 
werden (Fig. 26). 
Das Moment des 
Elementes ds setzt 
sich nach Formel 
41 {8 Art. 88) aus den Momenten der Projectionen zusam- 
men und ist daher: 

J{ds) = Fdx + Qdy + Rdx = ds{Fa + Oß + Gy)j 
das Moment des ganzen Aufstromes aber ist: 

J{s) = fds{Fcc + Qß + Hy). 
Substituirt man %x F, O, H die obigen Werthe und be- 
zeichnet den Cosinus des Winkels der beiden Stromelemente 
ds und ds' mit 

a = aa' + ßß' + yy' , 
so wird also: 
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73) Jis)=,ui'jp-^' 

Nach Gleichung 28 (y Art. 88) ist somit die im Aufstrome 
inducirte elektromotorische Kraft gleich 

d ., r nadsda' 



74) ,i;i-fp 



was mit den bekannten Gesetzen der Induktion überein- 
stimmt. Wir haben also die Abhängigkeit des wechsel- 
seitigen Induktionscoefficienten von den Dimensionen der 
beiden Stromleiter gefunden, denn wir sind jetzt wieder zu 
dem in der vierten und fünften Vorlesung behandelten Falle 
der Wechselwirkung zweier geschlossener Ströme zurückge- 
kehrt und sahen schon in der siebenten Vorlesung (Schluss des 
Art. 64), dass unsere jetzigen Grössen /(s), i, i genau dasselbe 
sind, was dort mit Cl\j l\, l\ bezeichnet wurde. Da femer die 
beiden Selbstinduktionscoefficienten Ä und B nach der be- 
kannten Methode gefunden werden können , dass man unter 
ds und ds' zwei Elemente eines imd desselben Stromleiters 
versteht und dann noch durch zwei dividirt, so ist hierdurch 
die nothwendige Ergänzung der Gleichungen 16, Art. 48, 
geliefert. 



Elfte Vorlesung. 

Ampere's Gesetz. Elektrische Schwingungen. 



Aruü hei 92. Die Gleichung 73 liefert auch die ponderomotorischen 

eiiLTi^earen Kräfte, wclchc der das Feld bestimmende Strom auf den 

''^'**** Aufstrom ausübt. Wir haben nämlich nach der G;leichung31 

{ß in Art. 88) für die ponderomotorische Eraft, welche auf 

irgend einen Parameter k durch das Feld (nicht die Wirkung 

des Aufstroms auf sich selbst) ausgeübt wird: 

^W = - ^ -^ • 

Die gesammte Arbeit aber, welche geleistet wird, wenn 
jeder Parameter eine Variation Sk erfährt, ist nach Glei- 
chung 32 Art. 69: 
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2 mSk =.-i'^^Sk=- l'SJ{s). 

Es ist nicht nothwendig, den Querschnitt des Auf- 
stroms nochmals in einzelne Querschnittselemente zu zer- 
legen; wir betrachten daher den Querschnitt als Ganzes 
und V ist die gesammte Stromintensität i. Wir könnten 
den Aufstrom parallel zu sich selbst in der Richtung der 
drei Coordinatenaxen um Sx, resp. Sy und Sx verschieben. 
Würde dabei J{s) um S^Jj SyJ, S^J wachsen, so wären die 
Quotienten: S^J: Sx, SyJ: Sy, S^J: Sx die drei Kräfte, welche 
auf den Aufstrom als Ganzes in den drei Coordinatenrich- 
tungen wirkten. Allein damit wären nicht die Drehmomente, 
welche er erfahrt, ebensowenig die Kräfte, welche sich seiner 
Grestaltveränderung entgegensetzen, gefunden. 

um das Problem daher allgemein zu lösen, müssen 
wir jedem Elemente ds des Aufstroms drei von einander un- 
abhängige Verschiebungen Sx, Sy, Sx in den drei Coprdi- 
natenrichtungen ertheilen, wobei wir bloss, um Gleitstellen 
zu vermeiden, die Gesammtlänge s = fds als tinveränderlich 
betrachten. Wir können dann ds unvariirt lassen. Dann 
ist also die gesammte Arbeit: 



75) ^^ii'sjj^ 



Der andere Stromkreis s' bleibt dabei selbstverständlich 
ganz unverändert. Nehmen wir an, die gesammte Wirkung, 
welche der Stromkreis s erfährt, könnte dadurch ersetzt 
werden, dass auf jedes Element ds eine Kraft wirkte, welche 
nach den drei Coordinatenaxen die Componenten dX, dY, 
dZ hat, so müsste diese Arbeit gleich: 

76) /{dXSx + dYSy + dZSx) 

sein. Die Gleichsetzung beider Ausdrücke liefert mit Eück- Äbieihmgde* 
sieht darauf, dass aUe Sx, Sy, Sx unabhängig sind, die ottttze*. 
Kräfte dX, dY, dZ. 

Bezeichnen wir das Doppelintegral im Ausdruck 75 
mit D, so ist: 

77) SD =fjdsds'^^ +JJdsds'^ . 
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Drückt man r durch x, y, %, x', y'^ x aus, so wird das 
erste Glied gleich einer Summe dreier Glieder E^ + E^ 
+ E^y wobei: 

und E^ und E^ hieraus durch cyklische Vertauschung von 
^j Vi ^ gefunden werden. Femer findet man leicht: 

dx , dx' ! X — x' dr dr 

ds da' ^ r dx dx' 



ß-f.' ?■-% 



y — y' dr ^ dr 

% — x' dr dr 



dx , _ dx' 

^""rf^' ^ ""d?' I »• ~ dx~ dx'' 

_ dx dx' dy dy' dx dx' 

"" ds ds' ds ds' ds ds' 

wobei a, ß, y] a, ß', /; y, /, ifj die Kichtungscosinus von 
ds, ds, r sind (s. Fig. 26 Art. 91). Es ist wohl zu beachten, 
dass man bei Differentiation nach s' nur auf der Curve s' 
fortschreitet, daher x, y, z constant bleiben; bei der nach « 
und bei der durch S angezeigten Variation dagegen bleibt x% 
y', % unverändert. Hiemach ist auch das letzte Glied der 
Gleichung 77 eine Summe F^ •\- F^ ->r F^^ wobei wieder F^ 
und F^ durch cyklische Vertauschimg aus F^ entstehen und: 

^ __ CCdsds' dx' s>dx ___ CTdsds' dx' dr ^ 
^1 ''JJ~~r~d^^d^''Jj'~?^d^di^^ 

ist, wie die partielle Integration nach s lehrt, da ja bei 
einer geschlossenen Curve die Ausdrucke für beide Inte- 
grationsgrenzen sich aufheben. 

Das letzte Integral findet man leicht folgendermaassen. 
Es ist identisch: 

d ( x — x' dr\ __ _ 1 dx' dr ^ ^x — x' dr dr 
ds' ^ r« ds) ~~ ~r^ds^ds'~ r» 'ds'ds' 

X — x' d^r 
"^ r^~ dsds' 

und da die linke Seite über eine geschlossene Curve in- 
tegrirt verschwindet, folgt: 



7Q\ Cds'dx'dr C. ,( c%dr dr , c?«r \ 



X — X 
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Nun ist wegen r* = (o; — x)^ + {y — y'Y + (« — «')*: 

dr f f. dx , f f. dy , , r\ dx 

wobei Q der Cosinus des Winkels zwischen ds und der von 
ds' gegen ds gezogenen r-Richtung ist. Differentiirt man 
nochmal, indem man auf der Curve ä' um ds' fortschreitet, 
so wird: 

d^r dr dr _^ dx dx' dy dy' dx dx' __ 

dsds' ' ds ds' ~" ds ds' ~ ds ds' ds ds' ~~ 

Die rechte Seite der Gleichung 78 geht daher über in : 

und da man, wenn q' der Cosinus des Winkels zwischen 
ds und der von ds' nach ds gezogenen r-Richtung ist, ana- 
log mit dem für q gefundenen Werthe hat drids' =^ — p'j 
so liefert die Gleichung 78: 

/ds' dx' dr C J r tn / .x — x' 

Multiplicirt man diese Gleichung mit dsSxj integrirt 
nach 5, so erhält man F^] addirt man noch J^^ dazu, so 
folgt unter Berücksichtigung der für E^ und F^ gefundenen 
Werthe: 

^1 + ^1 =ffdsds'{SQQ'^2(T)''-^Sx. 

Der Gesammtwerth von SD entsteht, wenn man hierzu 
noch E^ + F^ und E^ + F^ addirt, welche hieraus durch 
cyklische Vertauschung von x, y, % entstehen und daher 
bloss 8y und 8% enthalten. Setzt man die Summe dieser 
Ausdrücke in 75 ein und das Resultat dem Ausdrucke 76 
gleich, und vergleicht bloss die 8x enthaltenden Glieder? 
so folgt also: 

dX = /u*r rf« J(^s' (20- - 3pp') ^^ir^ 

= \iii' ds \ — j-(2ö" — Spp') cos (r, aj). 

Ganz analoge Ausdrücke ergeben sich im dY und dZ. 
Dies sind dem Sinne unserer Gleichungen nach die Kräfte, 
welche von aussen wirken müssen, um den Aufstrom in Ruhe 



rte. 
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ZU erhalten. Alle ins Spiel kommenden Kräfte werden also 
erklärt, wenn man annimmt, dass je zwei Stromelemente ds 
und ds' in der Richtung ihrer Verbindungslinie eine schein- 
bare Anziehung von der Stärke: 

79) ^,y:^(2<,-.3pp') 

auf einander ausüben, worin man das allbekannte Am- 
pere 'sehe Gesetz wieder erkennt. 
derMt^lw- D^zu kommt noch, dass unsere Gleichungen auch, wie 

»chen^Theo- man ohue Schwierigkeit erkennt, die Gesetze der Stromver- 
zweigung und stationären Strömung in Flächen und Körpern 
und wie wir in der nächsten Vorlesung sehen werden, dazu 
noch die gesammte Elektrostatik ohne neue Hypothesen 
liefern. Vergleicht man daher unsere Methode mit der 
Ampere's und seiner Nachfolger, so muss man gestehen, dass 
Maxwell aus minder zahlreichen und natürlicheren Hypo- 
thesen eine grössere Fülle von Resultaten gewinnt, dass also 
auch schon von diesem Gesichtspunkte allein die MaxwelF- 
sche Theorie der alten vorzuziehen wäre. Aber sie hat noch 
grössere Vorzüge. Erstens haben ihre Gleichungen eine weit 
einfachere und naturgemässere Form. Links steht daselbst 
immer der Differentialquotient einer Grösse nach der Zeit, 
rechts Funktionen der augenblicklichen Werthe der Grössen. 
Sie geben uns also ein klares Bild, wie durch die augen- 
blicklichen Werthe die Veränderungen jeder Grösse bestimmt 
sind, während die alten Gleichungen vollkommen ungeordnet 
und daher auch viel unbequemer für die Berechnung aller 
Probleme sind, ausser derjenigen, für welche sie speciell 
zugeschnitten wurden. 

Zweitens sahen wir aber, dass die alten Gleichungen 
nur für stationäre oder wenigstens nahe stationäre Elektri- 
citätsströmung gelten. Bei sehr raschem Wechsel der 
Stromintensität gelten ganz andere Gesetze, zu denen wir 
in Art. 94 übergehen werden. Um hier nur ein Beispiel zu 
erwähnen, würde ein momentan in einem Draht oder Draht- 
elemente entstandener Strom auf einen zweiten so lange gar 
nicht wirken, bis nicht die mit der Lichtgeschwindigkeit 
von ihm ausgehenden elektrischen Wellen den zweiten Strom 
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erreicht haben und auch dann würde die Wirkung in den 
ersten Momenten noch viel complicirteren Gesetzen folgen, 
bis der Zustand stationär geworden ist, wo dann erst das 
Ampere'sche Gesetz gilt.*) 

93. Wir kommen nun wieder auf die Betrachtungen ^ » stan^ 
des Artikels 42 zurück. Wir definirten dort die (mag- Medium. 
netisch) gemessene Stromintensität eins als diejenige, welche 
einen unendlichen geraden Draht durchfliessend auf die 
Längeneinheit eines zweiten vollkommen gleichen, gleich- 
durchströmten, parallelen, in der Distanz eins befindlichen 
Draht die Kraft 2 ausübt. Wir fanden dies, indem wir 
die Anziehung zweier Stromelemente gleich: 

— ~ — (2ff-3()o) 

setzten. Wir können auch umgekehrt schliessen, dass das 
Ampere'sche Gesetz, wenn wir im betreflFenden Medium 
die Stromstärke so definiren, diese Form haben, also: 

79) iu = 1 

sein muss. 



94. Wir gehen nun zur Betrachtung derjenigen Gruppe AUgemeint 
von Erscheinungen über, welche den Gegensatz zu den f£\i^H- 
bisher betrachteten bilden, nämlich zu dem Verlaufe der '^ ^«i*!"* 
mit der Lichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden elektrischen 
Grleichgewichtsstörungen, welche ebenso gut in Nichtleitern, 
wie in Leitern, ja in ersteren weit ausgiebiger, weil nicht 
gedämpft, auftreten. Um die Theorie dieser neuen Gruppe 
specieller Fälle aus unseren allgemeinen Gleichungen her- 
zuleiten, verfahren wir wie folgt. 

Wir schliessen wieder die Betrachtung derjenigen Stellen, 
wo gerade elektromotorische Kräfte thätig sind, aus. Wir 
haben dann im homogenen Medium die Gleichungen 54, 68^ 
67 und 71 [B, C, U und c in Art. 88) anzuwenden. 

Die Substitution der Werthe 40 {Ä) in die erste der Glei- 
chungen 53 (B) liefert uns unter Berücksichtigung der Glei- 



*) Üeber einen etwas versteckteren Vorzug der Max well 'sehen 
Theorie vergl. Hertz, Wied. Ann. Bd. 23, S. 84, 1884. 
Boltzmann, Vorlesungen. n 
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chung 69 und 71 (c und c') genau wie in der Torigen Vor- 
lesung Art. 90 die schon dort gefundene Gleichung: 

72) 4nfiu= - AF. 

Nach den Gleichungen 63, 68 und 69 {E, C, D) aber ist, 
wie wir schon in Art. 87 unmittelbar nach Ableitung der 
Gleichung 68 fanden: 

' ^ dt dt 4n dt* 

Dies in Gleichung 72 substituirt liefert uns zunächst 
die Gleichung für die Wellen der Grösse F: 

, d^F ^ ^dF d^F d^F d^F 

80) ^Ä_+4«^(7^ = _ + _ + -^. 

Es ist bequem f einzuführen, indem man mit k multi- 
plicirt, dann nochmals nach t diflferentürt und für kdFidt 
seinen Werth aus den Gleichungen 68 (C^) substituirt. Dies 
liefert: 

81) ^^ d? + 4^^ ^ d7 = 5^ + 5^ + 5^ • 

Dieselbe Gleichung nur p oder u för f substituirt (wir 
wollen sie die Gleichungen 82 und 83 nennen und behufs 
Baumerspamiss gar nicht anschreiben), erhält man übrigens 
aus 80, die erste wenn man mit G multiplicirt, nach t diffe- 
rentiirt und die Gleichungen 67 (27) beachtet, die zweite allge- 
meinste folgendermaassen: A) man multiplicirt die Gleichung 
80 mit C und di£ferentiirt einmal nach t, B) man multiplicirt 
dieselbe Gleichung mit k:4in und differentürt zweimal nach 
tj C) man addirt beide Resultate, D) man berücksichtigt die 
Gleichung 68, 67, 63 (C, D, E). Dass jede dieser Glei: 
chungen ihr Analogen für die y- und ;i;-Axe hat, bedarf 
kaum der Erwähnung. 

Für w, V, w und F, O, H hatten wir die Gleichungen: 

"W. rr+f + s-»- 

Die beiden analogen Gleichungen für ^ ^, h und py 
qj r finden wir, wenn wir die letzte Gleichung nach t diffe- 
rentüren und einmal mit k, das andere Mal mit C multi- 
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pliciren; das erste Mal haben' wir dann noch die Werthe 
68(0'), das zweite Mal die 67(2/) zu substituiren und er- 
halten: 

8*) S + I + ?.-«- 

8^) ?. + ! + ?.-»• 

Dass die Gleichungen 80 , 81 , 82 und 83 den allge- 
meinsten Fall einer Wellenbewegung mit Dispersion (ver- 
schiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeit fbr yerschiedene 
Schwingungsdauer) und Absorption (Abnahme der Amplitude 
-während der Fortpflanzung) darstellen, ist bekannt. 

Die Gleichungen 66, 71, 84 und 85 zeigen, dass die ^„*^JJ^ 
Wellenbewegung transversal ist. In der That, betrachten ««^ «»-««^ 
-wir zuerst Planwellen, die in der Richtung der x-Axe fort- 
schreiten, setzen wir also voraus, dass sämmtliche Grössen 
nur Funktionen von z und t sind, so liefern die Gleichungen 
66, 71, 84 und 85: 

dh dw _ dr dH __ rx 

Andere Coordinaten, als die ^-Coordinaten sollen aber 
in diesen Ausdrücken überhaupt nicht enthalten sein. Be- 
rückBichtigt man dies bei Betrachtung der Gleichungen 80 
bis 83 , so findet man aus diesen Gleichungen, wie wir es 
in Artikel 87 für bewiesen, dass überhaupt h = w = r 
= jH" = sein muss. Weder Strömung noch dielektrische 
Polarisation noch elektrische Kraft können also eine Gom- 
ponente in der Fortpflanzungsrichtung der Wellen haben. 
Sind die Wellen nicht plan, so können sie doch in einem 
sehr kleinen Bezirk im Allgemeinen immer als plan be- 
trachtet werden; sie werden also wieder, etwaige singulare 
Stellen ausgenommen, in jedem kleinen Bezirke trans- 
versal sein. 

Die Componenten in den beiden auf der Fortpflanzungs- Lintare, Er- 
richtung senkrechten Richtungen sind aber vollkommen un- uaa^e'i^iaH' 
abhängig von einander. Was wir uns immer unter /*, g, 
h, p... vorstellen mögen, jedenfalls können wir senkrecht zum 
Strahle Linien aufgetragen denken, deren Längen in jedem 
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Augenblicke die Werthe dieser Grössen darstellen. Die 
Endpunkte dieser Linien werden dann ganz die Bewegungen 
machen^ die wir den Aethertheilchen in linear polarisirten 
Lichtstrahlen zuschreiben. Die Endpunkte der Linien 
aber, welche bei elektrischen Wellen, die in der ^i^-Eichtung 
fortschreiten, Grösse und Eichtung der Gesammtpolarisation 
^P + 9^ oder der Gesammtströmung "j/w^ + v^ etc. dar- 
stellen, werden sich ganz so bewegen, wie Aethertheilchen 
im elliptisch oder circularpolarisirten Lichte. 

95. Betrachten wir zunächst vollkommene Isolatoren; 
dieselben werden am bequemsten durch die dielektrischen 
Polarisationen f, g, h charakterisirt. Da für dieselben 
(7=0, so erhalten wir: 

(Pg 



86) 



^^S = ^/*' 



^f^d^^ ^^' 



7 ^'Ä AU 



Es sind dies genau, nur in anderer Weise begründet, 
die Gleichungen, von denen man in der alten Optik aus- 
geht. Die Theorie aller optischen Phänomene, die Dioptrik 
(vergl. Kirchhoff's Vorlesungen über Optik), das Huy- 
gens'sche Princip, die Literferenz-, Beugungs- und Polari- 
sationserscheinungen könnten also hier gerade so ange- 
schlossen werden, wie man sie in jedem Lehrbuche der 
Optik findet. Wir wollen nur ein paar Bemerkungen über 
Planwellen machen, die in der «-Richtung fortschreiten. 

Für diese folgt aus den Gleichungen 86) , dass f und 
schwindig- g you einander unabhängige Funktionen von t-i^xyiik 
sind. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist also für alle 
Schwingungsdauern dieselbe und hat den Werth: 

87) 



FortpfiafiF- 
zungsge- 



keit. 



Richtung der 

mtignetiachen 

Sehtoingr/mr 

gen. 



V= li^fik. 
Aus den Gleichungen 68 (C) folgt: 

4n 



F^ 



k 



ffdt 



und aus den Gleichungen 40 (^4): 

Analoge Werthe haben natürlich G und a. Wenn also 
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^ = ist, 80 wird: 

CT 2At (2nt 2nx\ ^ ^ 

, 4nÄ . (2nt 2nx\ ^ 

* = w«^°(-i jr)' « = o- 

Die Schwingungen des Momentenvektors erfolgen also 
in derselben Ebene wie die der dielektrischen Polarisation 
mit um t:4 verschobener Phase, die Schwingungen des 
Induktionsvektors mit gleicher Phase in derjenigen durch 
den Strahl gezogenen Ebene, welche senkrecht auf der 
Schwingungsebene der früheren Grössen steht.*) 

96. Wir wollen nun in der Richtung der *-Axe fort- w^ »*» 
schreitende Planwellen in Halbleitern, oder besser in leiten- 
den Dielektricis behandeln. Zur Charakteristik derselben be- 
stimmen wir wieder f, g h, wofür jetzt die allgemeinen Glei- 
chungen 81 gelten. Die Methode, wie selbe gelöst werden, 
ist bekannt. Man bestimmt ein partikuläres Integral, indem 
man setzt: 

f^Ae' 



worin A, r, |, 17 Gonstante, i = )/— 1 ist. Die Substitution 
liefert ohne Weiteres, wenn man mit F^ = 1 :'\/kfji die Ge- 
schwindigkeit der Wellen in einem Medium bezeichnet, für 
welches k und fi dieselben Werthe hätten, aber C=0 wäre: 

jfc2 __ __ 27i' / 4n* 16^*^V 

Ein reelles partikuläres Integrale ist der reelle Theil 
der Exponentielle, welcher liefert: 

f=Ae cosi ^-V^j^ 



*) Maxwell, treat. on el. vol. IL art. 790. Schaik, Arcb. nerl, 
t. 21, p. 406, 1886. 
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Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit: 

Für kleine Werthe von G würde dies liefern: 

^0 2 

Ditpernon, Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit abhängig 

von der Wellenlänge oder Schwingungsdauer; wir haben 
Dispersion. 

AUorpUtm. Da uur der negative Werth von | physikalisch denk- 

baren Grenzbedingungen genügen kann, sinkt die Amplitude 
in einer Schicht von der Dicke eins auf das e—^ fache, in 
einer Schicht von der Dicke einer Wellenlänge um das 
6-^^^ fache. Für kleine C ist: 

i = 27tC(i Fq, I Ft = 2'nCfiVQ^T. 
Wir haben also Absorption. 

^Äb^^t^ Freilich ist das hier gefundene Gesetz der Abhängigkeit 

* derDispersion nicht inUebereinstimmung mit der Erfahrung. 
Es kann dies auch nicht anders sein, da, wie die Absorp- 
tionsspectra beweisen, hier nicht eine gleichmässige schwache 
Leitungsfähigkeit der ganzen Substanz, sondern eine Ein- 
lagerung kleiner leitender Körperchen in einen Isolator, 
welchem ganz bestimmte Eigenschwingungen zukommen, 
wirksam sein muss. Da unsere Gleichungen den Schwin- 
gungsgleichungen elastischer Körper ganz analog sind, so 
lässt sich darauf auch eine ganz analoge Absorptions- 
und Dispersionstheorie, wie in der alten Optik, aufbauen 
(s. Literaturübersicht); doch will ich hier darauf nicht ein- 
gehen und begnüge mich nachgewiesen zu haben, dass die 
Theorie schon auf unserem Standpunkte wenigstens qualitativ 
den Zusammenhang zwischen Absorption und Dispersion 
wiedergiebt. 

Dieuktritche Ich bemerke noch, dass Maxwell eine ganz andere 

*^r Erscheinung, die er auch elektrische Absorption nennt und 
die ich einmal dielektrische Nachwirkung genannt habe, eben- 
falls aus der Annahme erklärt, dass in Isolatoren besser 
leitende Partikelchen eingelagert seien. Auch auf diese in- 
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teressante Theorie, welche Lodge durch ein sinnreiches 
Modell erläutert^), kann ich hier nicht näher eingehen. 

Für nicht dielektrisch polarisirbare Leiter, wenn es solche weiun in 
überhaupt giebt, wäre k = f=g = h = 0. Wir könnten also 
die Gleichung 81 nicht verwenden. Da aber die Gleichungen 
82 und 83 ganz dieselbe Form haben, so bleibt also auch 
die Integrationsmethode dieselbe; es wird in den vorher- 
gehenden Formeln ä = 0, Vq = oo] p aber tritt an Stelle 
von f. Die Gleichungen stimmen dann vollständig mit denen 
überein, welche Fourier für die Wärmeleitung fand; die 
Mektricität bewegt sich daher in Leitern nach denselben 
Gesetzen wie die geleitete Wärme. ^ Die Formel 88 liefert 
für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit den Werth: 

Die Amplitude reducirt sich bei Durchwanderung der 

Liängeneinheit auf den e"^'^'^^^'^ fachen Werth; also, da 
die Wellenlänge A = Ft= ]/r:(7/i ist, bei Durchwanderung 

einer ganzen Welle auf den e fachen Werth. Obwohl 

hier natürlich A die Wellenlänge im betreffenden Medium 
ist, die von der in der Luft total verschieden sein kann, 
so sieht man doch, dass schon in sehr dünnen Schichten 
die Wellenbewegung vollkommen erlischt. Während also die 
stationäre Strömung sich wesentlich auf das Innere der Leiter 
beschränkt, ist umgekehrt diese Wellenbewegung wesentlich 
auf das Innere der Isolatoren beschränkt und dringt m die 
Leiter kaum ein. Doch scheint die Theorie der Schirm- 
wirkung der Metalle gegen die Hertz 'sehen Schwingungen*) 
sowie die Anwendung auf Kundt's Bestimmung der Bre- 
chungsquotienten der Metalle noch grosse Schwierigkeiten 
zu haben. 



*) Lodge, Phil. mag. December 1876. 
•) Maxwell, treatise vol. 11. art. 801. 
») Ebendort vol. ü. art. 647. 
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97. Wir kommen nun zum schönsten, aber schwie- 
rigsten Kapitel der MaxwelFschen Theorie, zur Lehre von 
der statischen Elektricität. Die alte Elektricitätstheorie 
macht sich dieselbe leicht. Sie stellt einfech die betreffen- 
den Gesetze als Erfahrungsthatsachen an ihre Spitze. Hier 
aber müssen wir sie als letzte Consequenzen aus unseren 
Gleichungen ableiten. 

Damit wir überhaupt freie Elektricität erhalten, müssen 
in dem Medium einmal äussere elektromotorische E[räfte 
gewirkt haben. Wir müssen daher zunächst auf die all- 
gemeinen Gleichungen 60 und 64 zurückkommen. Wir 
finden zunächst aus den Gleichungen 60, 63 und 64 (C> 
D,E): 

Gleichung der Bildet man zwci aualogc Gleichungen für kv und kw, diffe- 
tncuät. renzirt die erste partiell nach x, die zweite partiell nach y, 
die dritte partiell nach % und addirt, so erhält man unter 
Berücksichtigung der Gleichung 66 (b): 

89) A;^5+47rCe = |, 

wobei 

90) e^U + ^ + ^, 

' ox dy dx 

und ausserdem im homogenen Felde: 

[ öoj dy dx 

ist. Setzt man ferner: 
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»') «-S + g + s' 

so findet man aus 63 {E): 

92) p^ + d^o^) 



^) Im inhomogenen Felde ergiebt sich; 

L dx dy dx J 

für 6 und <9 erhält man in ganz ähnlicher Weise: 

dt dtl dx dy dx J 

^Lrf^ dx[c) dt dy[G) "^ dt dx\c)i 

d /, ^^ . rf^\ , dFdC , rfö da , rffT dC7 

rf^ da; rf^» dy rf*' dx 

Die Gleichung 92 resp. die daraus für die Trennungsfläche eines Lei- 
ters und Nichtleiters folgende versinnlicht Poincare in seiner Elee- 
iricite et optique, p. 18, indem er /*, g^ h als die Componenten der Ver- 
schiebung der Theilchen eines Fluidums (des fluide indueteur), p, q, r 
aber als die Geschwindigkeitscomponenten der Theilchen eines zweiten 
Fluidums anffasst. Die in Rede stehende Gleichung besagt dann, 
dass aus jedem Yolumelemente von dem einen Fluidum ein gleiches 
Volumen ein-, als von dem anderen austritt, dass also beide Fluida 
für einander undurchdringlich sind. Wir können dann nach Hertz 's 
Vorgang 

dx dy dx 
als die Dichte der wahren, dagegen 

diyT) "*■ öy (t) "^ öS W " '^' 
als die Dichte der freien Elektricität bezeichnen. Für letztere hat man: 
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98. Aehnlich wie wir schon f&r in Art. 87 die 
Gleichung 70 fanden ^ folgt aus 89 für den Fall, dass 
keine äusseren elektromotorischen Kräfte wirken, also: 

1 = 

ist: 

Wir können daraus einen ähnlichen Schluss, wie damals 
für 0, nun auch für 6 ziehen. Falls sich das Medium ein* 
mal in dem neutralen Zustande, wo nirgends weder elek- 
trische, noch magnetische Kräfte wirkten, befunden hat und 
seitdem in einem Punkte desselben keine äusseren elektro- 
motorischen Kräfte wirksam warön, muss daselbst C^ = € = o 
sein. Dies gilt auch, wenn immer X^ = X^, Fj = Y^^ 
Z^ = Z^ war, d. h. wenn, wie die elektromotorischen Kräfte 
der Induktion, so auch die äusseren elektromotorischen 
Kräfte gleichmässig auf die dielektrische Polarisation und 
die galvanische Strömung gewirkt haben. Haben dagegen 
anders beschaffene äussere elektromotorische Kräfte gewirkt, 
so kann und wird im Allgemeinen e einen von Null ver- 
schiedenen Werth haben. 

Diehu der Wir wolleu schon jetzt, natürlich ohne dabei an irgend 

etwas Materielles zu denken, die Grösse e als die Dichte 
der (wahren) Elektricität im betrachteten Punkte bezeichnen. 
Ist dann dt ein Volumelement, welches diesen Punkt ent- 
hält, so nennen wir sdr die gesammte in diesem Volum- 
element enthaltene Elektricität. 

uüer, Im- 99. In dom Augenblicke, wo die äusseren elektromo- 

torischen Kräfte zu wirken aufgehört haben, wird ¥deder 
die Gleichung 93 gelten, es wird also e in geometrischer 
Progression und zwar um so rascher abnehmen, je grösser 



_±^(dfdk dgdk dbdkX 
k \dt dx dt dy dt d%j 

döCX^ ^X,) dG{T,-Y,) dO(Z,^Z,) 

+ 5 i j + ä • 

ox dy dx 
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die Leitungs&higkeit C und je kleiner die Dielekricitätscon- 
stante k ist. Im vollkommenen, nicht dielektrisirbaren Leiter, 
wo k = o ist, muss daher durchweg f=g = h = o ange- 
nommen werden und es kann sich nach der Maxwell'schen 
Theorie in dessen Innern keine freie Elektricität entwickeln. 
Nur im vollkommenen Isolator, wo C = o ist, haben wir 
nach dem Aufhören der äusseren elektromotorischen Kräfte 
« = Cj, die etwa entwickelte Elektricität bleibt also in je- 
dem Punkte unverändert; sie kann nicht entweichen. Nur 
unter dieser Bedingung ist also dauerndes Auftreten freier 
Elektricität im Innern eines Körpers möglich. 

100. Obwohl wir die Gleichungen, welche an der Ober- 
fläche, wo zwei Körper aneinander grenzen, im Allgemeinen von 
unseren Betrachtungen ausgeschlossen haben , so sollen hier 
doch die folgenden, darauf Bezug habenden Bemerkungen 
Platz finden. Wir denken uns solche Grenzflächen immer 
als continuirliche, aber äusserst dünne üebergangsschichten 
und nehmen daher an, dass /", g, h, u, v, w, p, q, r sammt 
ihren ersten Ableitungen als überall continuirlich betrachtet 
werden können. Wir wollen nun den Vektor der dielek- 
trischen Polarisation mit S, den der totalen elektrischen 
Strömung mit (5, den der galvanischen Strömung mit Ä be- 
zeichnen (s. Art. 88). Dies sind also vom Punkte, um dessen 
f, g u. s. w. es sich handelt, aus gezogene Gerade, deren Pro- 
jectionen .auf die drei Goordinatenaxen f, g, h, resp. u, v, w; 
p, q, r sind. Wir wollen weiter mit dr das Volumelement 
eines beliebigen Systems S von Körpern bezeichnen, welches 
rings von einer in sich geschlossenen Fläche o umschlossen 
wird, do sei ein Element derselben, n die an dasselbe 
nach aussen gezogene Normale. 

Wir berechnen nun nach dem Vorgange Hertz 's das 
Integrale 



Unzeratör^ 
barkeit der 
elektritehen 
QuanMät, 



wobei die Integration über den ganzen Kaum zu erstrecken 
ist, der von der Fläche o umschlossen wird. Substituiren 
wir für e und 6 die Werthe 90 und 91 , integriren die nach 
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X differenzirten Ausdrücke partiell nach x und verfahren 
ebenso mit y und x, so erhalten wir in bekannter Weise :^) 

^^Cedr^ - förfr = - J^Trfo2)co8(®, n) 



dt 



= Cdo St co%{!^, n). 



101. Sei zunächst das System S rings vom freien Aether 
umgeben, der sich in sehr grosser Entfernung im neutralen 
Zustande befindet, so kann die Fläche o so construirt 
werden, dass jedes Element derselben in Aether von neu- 
tralem Zustande liegt. Dann werden S) und Ä in jedem 
Elemente do den Werth Null haben. Es ist folglich: 



IfedT^o. 



d 

Die gesammte, im System enthaltene Elektricität kann 
sich also nicht ändern. Wird durch äussere elektromoto- 
rische Kräfte in einem Punkte Elektricität erzeugt, so 
muss immer dafür an einer anderen Stelle ein gleiches 
Quantum der entgegengesetzten Elektricität auftreten und 
man bemerke wohl, dass alles dies, sowie auch alles noch 
folgende nicht etwa Postulate sind, die wir der Erfahrung 
entnehmen, sondern lediglich Consequenzen unserer Glei- 
chungen, die sich in der Erfahrung bestätigen. 
Aneammiuriö 102. Sci uuu das früher betrachtete System S ein 

cuätandtr Systom vou leitenden Körpern, die rings von beliebigen, 
eine» Leiter», im Endlichen liegenden Isolatoren umgeben sind, in denen 
die Fläche o verläuft. Dann ist ebenfalls in jedem Flächen- 
elemente derselben p = ^ = r = ö = Ä = o, und man ge- 
langt wieder zu dem Resultate, dass die gesammte Menge 
der Elektricität in dem Körpersysteme unveränderlich blei- 
ben muss. 

Haben die äusseren elektromotorischen Kräfte zu wir- 
ken aufgehört, so gilt dann im Innern eines jeden mit Lei- 
tungsfähigkeit begabten Körpers die Gleichung 93 ; die da- 



^) Vei^l. Kirchhoffs Vorlesungen über Mechanik, 3. Aufl. 
S. 112. 
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selbst ursprünglich etwa Yorhandene Elektricitat nimmt also 
je nach der Leitungsfähigkeit rascher oder langsamer ab. 
Endlich tritt Gleichgewicht ein; dann kann dieselbe nur 
mehr in Tollkommenen Isolatoren und an der Oberfläche 
der leitenden Körper angehäuft sein, wo wir das Vorhan- 
densein ganz dünner Schichten annehmen, in denen die 
Grössen k, C und fi variabel sind, weshalb die Gleichung 93 
nicht gilt. 

Wir wollen diese Schichten als die geladenen Ober- 
flächen bezeichnen. Die Gesetze, nach denen sich die Elek- 
tricitat im Zustande des Gleichgewichts daselbst ausbreitet, 
und die ponderomotorischen Kräfte, welche bei Elektricitäts- 
ansammlung in Isolatoren und auf der Oberfläche von Lei- 
tern auftreten, bilden dasObject der Elektrostatik; denselben 
sollen im Folgenden noch einige Betrachtungen gewidmet 
werden. 

103. In dem Gleichgewichtszustande , welchen wir jetzt 
betrachten, haben alle elektrischen Ströme aufgehört. Es 
ist also: 

df dg dh 

" = ^ = «'=^ = ? = '" = d7 = ^=d7 = °- 

Es ist alles stationär geworden. Wenn man folglich zu 
verschiedenen Zeiten für einen Augenblick einen immer 
gleich beschaffenen Solenoidpol in das Feld hineinbringt, 
80 können auf denselben nicht zu einer bestimmten Zeit 
andere Kräfte, als zu irgend einer anderen Zeit wirken, 
falls solche Kräfte überhaupt vorhanden sind. Da dieselben 
aber den Grössen a, b, c proportional sind, so können diese 
Grössen jedenfalls nicht Funktionen der Zeit t sein. Es 
muss also sein: 

da db ^ de 

dt ~ ~di ^ dt ~ ^ ' 

und die Gleichungen 40 (^) zeigen zunächst, wenn man sie 
nach t differenzirt, dass 

dF dO dB 

dt di dt 
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die partiellen Differentialquotienten einer Funktion rp nach 
componenten den Coordinatcu sind, welche nur die Coordinaten enthalten 
dZigen der kann. Bezeichnen wir diese Grössen mit — P, — 0, — i2^ 

f inneren J i_ ij. 

eiejuromoto- SO erhalten Wir: 

dt dx 

O- -1?- -^ . 

p_ <^g_ dtp 
dt "^ dx 

Im Isolator, für welchen G= o ist, liefern also die Glei- 
chungen 68 {ff): 

47tf=—k-^f 47tg=—k^y Anh^—k^- 
' dx ^ dy dx 

(Die Ableitungen von F, O, H nach der Zeit soUen übrigens, 
auch wenn sie nicht partielle Differentialquotienten nach den 
Coordinaten sind, mit — P, — 0, — P bezeichnet werden.) 
In allen Körpern, für welche C nicht gleich Null ist und die 
wir deshalb kurz Leiter nennen wollen, obwohl sie auch 
zugleich dielektrischer Polarisation fähig sein können, hat 
zu Anfang der Zeit die Gleichung 93 gegolten. Im Gleich- 
gewichtszustande der Elektricität ist ^ = g^ = r = o und da- 
her liefern die Gleichungen 67 (ZX): 

' ox dy dx 

oder 'ip = const. In den Leitern ist also auch: 

4:7t 6 = — kJ\p = o, 
während in den Isolatoren 
95) 4 7t6 = — kA'ip 

in denjenigen Punkten einen von Null verschiedenen Werth 
haben kann, wo vormals äussere elektromotorische Kräfte 
thätig waren. 



^) Wenn man die äusseren elektromotorischen Kräfte, wie ich 
vorschlug, als die galvanischen und querikischen Kräfte bezeichnen 
würde, so wäre diese etwas unbequeme Unterscheidung zwischen 
äusserer und innerer elektromotorischer Kraft überflüssig. 
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104. In einer der oben besprochenen elektrisch ge- mehtnr- 
ladenen Oberflächen, deren wenn auch sehr kleine Dicke S siektHcwu, 
heissen möge^ ändert sich alles sehr schnell in der Bich- 
tung der Normalen. Wählen wir daher diese zur x-Axe, 
so verschwindet daselbst d^:d^ und dhidx gegen dfidx. 
Es ist also, wenn do ein Element der Oberfläche und dx 
ein Dickendifferential y erstellt, welches noch gegen die Ge- 
sammtdicke ä der Oberflächenschichte unendlich klein ist, 
die im Yolumelemente do.dx enthaltene Mektricität: 

-r^ do dx. 
dx 

Die gesammte^ dem Oberflächenelemente do anliegende Mek- 
tricität ist also: 

Die Indices Null und 1 beziehen sich dabei auf die Werthe 
zu beiden Seiten der Oberflächenschicht; n^ und n^ sind 
die beiden jedes Mal von der Oberfläche gegen das Innere 
des an der betreffenden Seite anliegenden Körpers hin ge- 
zogenen Normalen. Es fällt also n^ mit der Richtung der 
positiven aj-Axe, n^ aber mit der Sichtung der negativen 
x-Axe zusammen. Die Grösse 

»«) '--^('.IS + '.lJ;) 

bezeichnen wir als die Oberflächendichtigkeit der Elek- 
tricität im betreffenden Elemente der Oberfläche. 

Bezieht sich der Index Null auf einen Leiter, so ist, 
wie wir sahen d\ff:dn^ = 0, daher: 

97) fl=_A|VL. 

' 4« dn^ 

Es sind dies die geläufigen Gleichungen der Elektrostatik. 
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Dreizehnte Vorlesung. 

Ponderomotorische Kräfte elektrisirter Kugeln; 

deren Abhängigkeit von k, 

105. Wir wollen nun noch die Gesetze der pondero- 
motorischen Kräfte zwischen elektrisch geladenen Körpern 

Euktroata- Eufsuchen. Wir betrachten zuerst einen ganz speciellen 
wirkw^ Fall. Ein überall hin unbegrenzter Isolator soll vom neu- 
tralen Zustande ausgegangen sein. Nur in gewissen Ge- 
bieten B sollen während einer gewissen Zeit äussere elektro- 
motorische Kräfte thätig gewesen sein. Dann soll elek- 
trisches Gleichgewicht eingetreten sein. Innerhalb der Ge- 
biete R ist also dann: 
95) — kJip = 4:7te, 

während im gesammten übrigen Baume 
98) Jjp = ist. 

106. Wir wollen zunächst das Problem noch weiter 
speciaHsiren: 

Erstens: Das Gebiet R soll eine sehr kleine Kugel vom 
Centrum sein. Die äusseren elektromotorischen Kräfte, 
Qieiehf&rmig welche darin gewirkt haben, sollen nach allen von aus- 
^^^K^.^^ gehenden Eichtungen vollkommen gleichmässig thätig ge- 
wesen sein, so dass alles rings um den Punkt O herum 
. vollkommen symmetrisch ist. Eine Spur von Leitung muss 
dabei das Abfliessen der anderen Elektricität in's Unendliche 
ermöglicht haben, oder diese muss auf einen Leiter über- 
gegangen sein, der dann mechanisch entfernt wurde. Es ist 
dann ^ nur Funktion der Entfernung r des Au^unktes vom 
Pimkte und muss ausserhalb der Kugel gemäss der 
Gleichung 98 die Form haben: 



99) 


4+* 




folglich ist: 

j. kAx 


kAy 


, kA% 



^^ig^M- Zweitens : Das Gebiet R soll nun aus zwei derartigen Ku- 
'"^n«.^" geln mit den Centren und 0' bestehen. Die Entfernung 
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des Au^unktes von und O soll r resp. / heissen. Wir 
genügen offenbar den Gleichungen, wenn wir jetzt im ganzen 
Saume y mit Ausnahme des Innern der Kugeln setzen: 

100) ^ = -^. + ^ + Ä 

Da diese Lösung, sowohl in der unmittelbaren Nachbar- 
schaft des Punktes O, als auch in der des Punktes (/ un- 
endlich nahe mit der Lösung 99 zusammenfällt, so ist wohl 
kein Zweifel, dass sie dem Falle entspricht, dass beide 
Kugeln gleichmässig elektrisirt worden sind. Der exacte 
Beweis hierfür kann natürlich nur aus den Gleichungen 95 
und 96 geliefert werden, und zwar müsste, wenn die Ku- 
geln aus isolirendem Materiale bestehen, die ganze Elek- 
trisirung derselben, also die Werthe von € und fi im Innern 
und an der Oberfläche der Kugeln gegeben sein. 

Durch das Vorhandensein dieser beiden elektrisirten 
Kugeln erfährt das ganze unendliche Dielektricum eine ge- 
wisse dielektrische Polarisation. Um dieselbe zu berech- 
nen, führen wir ein rechtwinkliges Goordinatensystem ein 
und bezeichnen die Coordinaten der Punkte O und Cf mit 
+ hyO,o und — b, Oy 0, so dass die geradlinige Entfernung 
(7 = c = 2 & ist. Die Coordinaten des Au^unktes P be- 
zeichnen wir mit x, y, x; die Componenten der dielelektri- 
schen Polarisation daselbst werden die Werthe haben: 

__ k dyf _^ kAy kA'y 

101) ^ ^ - "■ 4^ äy ~ 4^ "^ 4^7^ 

, _^ k dtff ^ kAx kA'x 
An dx^ 47ir* 4nr^* 

Die gesammte, durch die dielektrische Polarisation erzeugte 
Energie ist nach Formel 61 (a in Art. 88): 

Boltcmann, Vorlesiuigen. g 



l 
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Da ausser der dielektrischen Polarisation sonst keinerlei 
elektrische oder magnetische Störungen im Felde vorhanden 
sind; so stellt dies offenbar den Gesammtwerth der elektro- 
magnetischen Energie des Feldes dar. 

Führt man für f, g, h die obigen Werthe ein, so stellt 
sich n als Summe dreier Glieder dar, von denen das erste 
77^ den Faktor A^, das zweite U^ den Faktor Ä'^, das 
dritte 11^ den Faktor ÄÄ' hat. Es ist dann der Gesammt- 
w^erth: 



v^robei: 



103) 



n^n^ + n^ + n^, 

TT _ ^ r^T 

^^1 "" 8n J r* 






Wir berechnen zuerst: 

^s=^^^JdT ^, • 

Behufs Ausfuhrung der Integration wollen wir zur Be- 
stimmung der Lage des Aufpunktes P cylindrische Goor- 
dinaten einfuhren, indem wir setzen: 

y = Q cos & und ;i; = p sin &, 
woraus, wenn die Integration nach & sogleich durchgeführt 
wird, folgt: 

dr = 2iiQdQdx, 

Da im Ausdrucke ilg die Grösse unter den Integralzeichen 
fiir negative und positive Werthe von x denselben Werth 
hat, so kann man die Integration bezüglich x von Null bis 
00 statt von — oo bis + oo erstrecken und mit 2 multi- 
pliciren und erhält so: 



00 00 



n'= kAÄ fdx fodo ^ +? -^ . 



Wir fuhren hier zunächst statt q die neue Variable 

u =^x^ + Q^ + b^ 
ein und erhalten: 
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00 00 

i7, = ^^ AÄ. idx jdu " 






Das unbestimmte Integrale nach u hat den Werth: 
1 u 1 w - 2a;» 



V «« - 46»a;' 2x« Vw*-46*a?« 2 a;« j/w^ 4i««« ' 

Das bestimmte zwischen den Grenzen »* + 6* und oo ge- 
nommene Integrale hat also für a; < 6 den Werth Null, für 
x>h aber den Werth 1 : x^. Es ist also: 



77.=A:^^'jg = *^^' *^^' 



L3 A.yi^ I 2^, 25 



Es sollen nun die beiden elektrisirten Kugeln an sich voll- 
kommen unverändert bleiben, nur die Entfernung c ihrer 
Oentra soll um Sc abnehmen. Man sieht leicht, dass dann 
n^ und n^ vollkommen unverändert bleiben, nur 77, 
wächst um 

Da sonst keine Energiequelle vorhanden ist, so muss diese 
Energie durch Arbeit gewonnen worden sein, welche die 
auf beide Kugeln von aussen wirkenden ponderomotori- 
schen Kräfte geleistet haben. Um also die Centra beider 
Kugeln in den Punkten und (7 festzuhalten, muss auf 
jede Kugel von aussen eine ponderomotorische Kraft K 
wirken, welche die Entfernung c zu verkleinern strebt. Die 
Arbeit dieser Aussenkräfte bei der Abnahme von c um Sc 
ist also K.Sc, und da diese Arbeit die einzige Quelle für 
den oben gefundenen Energiezuwachs ist, so muss sie dem- 
selben gleich sein, woraus folgt: 

104) ^=^. 

Diese Kraft muss von aussen wirkend die beiden Kugeln 
gegeneinander treiben, um sie in Ruhe zu erhalten; die 
Kugeln selbst werden sich daher mit einer gleichen Kraft 
scheinbar abstossen. 

8* 
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lUMridt&u- 107. Nun erst wollen wir zur Bereclinung von 11^ und 

einer uiten- H^ Schreiten« Diese Grössen werden unendlich, wenn wir 

"^* exact bis zu dem Punkt und O integriren. Es zeigt 

uns dies an, dass die Energie des Mediums unendlich werden 

muss, wenn endliche Elektricitätsmengen in mathematischen 

Punkten angehäuft werden sollen. 

Wir müssen daher jetzt die unmittelbare Umgebung 
der beiden Punkte und O' ins Auge fassen. Sei, wie 
es praktisch am häufigsten vorkommt, sowohl im Punkte 
O als auch im Punkte O eine kleine leitende elektrisirte 
Kugel vorhanden, a und a' seien die Radien der beiden 
Kugeln; dann kann in deren unmittelbarer Umgebung in 
der Gleichung 100 das Ä' enthaltende Glied vernachlässigt 
werden. Es folgt also für r > a: 









dtp 


Ä 
















dr'^' 


-r«' 










während 


man 


far 


r < a im 


Innern 


eines 


Leiters 


ist 


und 


also hat: 






dtp 
dr 


= 0. 











Wir wollen die Werthe, welche diese beiden Differential- 
quotienten unmittelbar an der Oberfläche der Kugel an- 
nehmen, durch die Indices 1 und Null bezeichnen, so dass 
man also hat : 

In der Formel 96 ist jetzt zu setzen: 

dtp ^ /^V^ 

dnl "" [di^j^ 
dtp /rf^\ 

■ ~ Wh 



woraus sich ergiebt: 



rfn = —'-'- ' ' 



kA 



Für die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricitäts- 
menge ergiebt sich also der Werth: 

E = 4na^fj = kÄ. 



106.] Elektricitätsmenge in einer isolirenden KugeL 117 

Ebenso findet man für die auf der anderen Kugel befind- 
liche ElektricitÄtsmenge den Werth: 

und die Formel 104 geht über in: 

105) jr=^ . 

Nun kann auch 11^ berechnet werden. Da sich das Innere 
der £ugel in normalem Zustande befindet, so liefert die 
Formel 103: 



106) iZ^ = _J - « _ = 



2ka 



Man sieht; dass die früher gemachte Annahme in der That 
berechtigt war, dass 11^ und JT^ nicht Funktionen von 
c sind. 

108. Es wird praktisch selten vorkommen, aber immer« EUktriewu»' 
hin auch möglich sein , dass die beiden Kugeln von der- einer uou- 
selben Substanz wie der umgebende Raum erfüllt sind, und ^^ *" "'* * 
dass Kräfte thätig waren, welche das Innere dieser Kugeln 
elektrisirt (z. B. gleichmässig mit Elektricität von der con- 
stanten Dichte e erfallt) haben. 

Da die Kugeln unendlich klein sind, kann man im 
Innern der einen immer den Einfluss der anderen vernach- 
lässigen. Es wird daher nach Gleichung 95 

^ , cPw . 2 dtp 47ffi . 

J tl/ = -TT H j^ = i— ~ const. 

^ dr' * r dr k 

Daher: 

1^ = — 2ner^ : 3k, 

da 1// fär r = o nicht unendlich werden darf und eine ad- 
ditive Constante keine Rolle spielt. Soll jetzt an der Ober- 
fläche der Kugel keine Elektricität angehäuft sein, so 
müssen die beiden Grössen: 



m,--'-w ""• (s),--p 



den gleichen Werth haben, woraus folgt: 

6 =:= SkÄ : 4na\ 
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Die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricität aber 
hat den Werth: 

E:= ^na^t : 3 = kA, 
welcher mit dem früher gefundenen übereinstimmt. 
d^**mrtoJJ. 109. Die Formel 105 zeigt, dass die ponderomotorische 

^^n^r * Kraft dem k verkehrt proportional ist, also in demselben 
Verhältnisse kleiner wird, je grösser k ist, wenn gleiche 
Elektricitätsmengen in verschiedenen Medien aufeinander 
wirken. Wenn man die Versuche, durch welche die sta- 
tische Einheit der Elektricität bestimmt wird, in anderen 
Medien als Luft ausführen würde, so würde dieselbe der 
Wurzel aus k direct proportional, also die Zahl, welche 
die gleiche Elektricitätsmenge statisch ausdrückt, dieser 
Wurzel verkehrt proportional herauskommen. Da wir iden- 
tische Formeln für Magnetpole erhalten werden, so gilt 
diasselbe bezüglich der Constante fi für Magnetpole, d. h. 
für Solenoidpole, welche in das neue Medium gebracht 
werden, ohne dass der Stoff, welcher das Innere der Draht- 
ringe erfüllt, gewechselt wird. 

Aus der Formel 79 dagegen folgt, dass die elektro- 
dynamischen und aus Formel 74, dass die Induktions- 
wirkungen gleicher Ströme in verschiedenen Medien dem ^ 
direct proportional, daher die elektrodynamische Strom- 
einheit yjiT verkehrt proportional ist. Dasselbe gilt natür- 
lich auch von Solenoiden, wenn das Medium sowohl in der 
Umgebung als auch im Innern beider gewechselt wird. Die 
Wirkung eines Stromes auf ein Solenoid, in dessen Innern 
das Medium nicht wechselt (Magnet), also auch eines Sole- 
noids, in dessen Innern das Medium wechselt, auf ein an- 
deres Solenoid, in dessen Innern das Medium nicht wechselt, 
bleiben unverändert. Die elektromagnetische Stromeinheit 
aber ist y^ verkehrt proportional, da die Einheit des 
Magnetismus dieser Grösse direct proportional ist; je mehr 
Magnetismus aber, desto weniger Strom braucht man zur 
Erzielung der gleichen Kraft. 
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Vierzehnte Vorlesung. 

Statisches und magnetisches Maass. Elektrosta- 
tische Kräfte allgemein. Magnete. Schluss. 



110. Es wird bei der Klasse von Erscheinungen, welche ^^** 
wir jetzt betrachten, am naturgemässesten sein, die Ein- 
heit von E so zu wählen, dass, wenn jede der Kugeln mit 

ihr geladen ist, sie in der Distanz 1 die Abstossung 1 in 
Luft aufeinander ausüben. Dann wird Constante k für 
Luft den Werth eins haben und man erhält aus 105: 

107) jr= ^•. 

Der Index s wurde beigefügt, weil wir dieses Maasssystem 
das statische nennen. Die Constante des Amp^re'schen 
Gesetzes wird dann keinen einfachen Zahlenwerth annehmen; 
sie ist nach bekannten Methoden bestimmt worden und da 
diese Bestimmungen alle in das Gewand der alten Theorie 
gekleidet sind, so muss ich ihre Resultate hier auch vom 
Standpunkte der alten Theorie vortragen. 

111. Ich will da eine kleine Gedächtnisshülfe mit- Umrechnung 

heider MaaU' 

theilen, durch welche man, wenn man gerade kein Lehr- *y«teme, 
buch zur Hand hat, sofort die Umrechnung des statischen 
ins magnetische Strommaass im Kopfe ausführen kann. 

Wir denken uns zwei statisch gemessene Elektricitäts- 
mengen 1 in der Entfernung ^ = 1. Dieselben stossen sich 
mit der Kraft 1 ab. Nun sollen sie beide mit der Ge- 
schvöndigkeit v gleichgerichtet und senkrecht zu q bewegt 
werden. Sie stellen dann gleichgerichtete Stromelemente 
von der Länge 1 dar, deren statisch gemessene Stromin- 
tensität % = V ist.^) 



*) Wären in einem langen Drahte in Punkten, die den Abstand 1 
hfitten, je Elekricitätsmengen 1, die sich mit der Geschwindigkeit v 
bewegten, so wurde daselbst die statische Stromstärke v herrgehen. 
Wäre die Längeneinheit des Drahtes mit der statischen Elektricitäts- 
menge eins geladen, und würde sich der Draht sammt seiner Ladung 
mit der Geschwindigkeit H in seiner Richtung bewegen, so wäre die 
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Sie üben jetzt auch eine elektrodynamische Anziehung 
aufeinander aus und diese wird nach dem Grassmann'- 
sehen Gesetze gleich der elektrostatischen Abstossung, wenn 
die magnetisch gemessene Stromintensität gleich 1 ist. Be- 
zeichnen wir daher den Werth, welchen v in diesem Falle 
annimmt, mit H, so ist jetzt die magnetisch gemessene 
Stromintensität i^= 1, die statisch gemessene aber i = H; 
da aber die Zahlen, welche man erhält, wenn man die 
Stromintensität einmal in dem einen, das andere Mai in 
dem anderen Maasse misst, offenbar einander proportional 
sein müssen, so muss für jeden Strom 

i, =:i^^ sein. 

Da beide Maasssysteme so gewählt sind, dass die Con- 
stante des Joule'schen Gesetzes gleich 1 wird, so ist, wenn 
e die elektromotorische Kraft bedeutet: 

e^i, = 6m V oder e, = e^ : H. 

Da endlich auch die Constante des Ohm 'sehen Gesetzes 
in beiden Maasssystemen gleich 1 ist, so hat man, wenn <» 
den Widerstand bezeichnet: 

i.G), : 6, = i»©„ : ^, also a>, = cö« : ^K 

Nun sahen wir, dass nach dem Ampere'schen Gesetze 
die Anziehung, welche zwei Stromelemente aufeinander aus- 
üben, den Werth hat: 

Vergleicht man dies mit der Formel 79, so findet man, 
dass die Constante fi für Luft im elektrostatischen Maasse 
gemessen den Werth fA, = l:^* haben muss. 

Fortpfian- 112. Für dio Fortpflanzungsgeschwiudigkeit der eldc- 

•ekwindigkeu trischcu Wellou in einem nichtleitenden Dielektricum fanden 

^uTejicnM wir dcu Worth: F=5 1 : j/^ 

Wenden wir das elektrostatische Maasssystem an, so ist 
für Luft: ju. = 1 : JJ*, ä, = 1 daher F = J). 

113. Natürlich könnten wir auch das in den früheren Vor- 



Luft. 



elektrostatische Abstossung auf einen parallelen, gleich gelad^i^t nnd 
gleich bewegten gleich der elektrodynamischen AsziehuBg ihrer C<hi- 
vectionsströme. 
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lesungen angewendete magnetische MaasBsystem gebrauchen. 
Man kasm ja nach dem Vorgetragenen ohne Weiteres df: dt, 
was ja eine Stromstärke darsteUt, in magnetischem Strom- 
maasse messen ^ daraus durch Integration nach i die Grossen 
f, 9, h und fdglich auch c, 17 und E (z. B, die Ladung räies 
Condensators) im magnetischen Maasse ausdrücken (Tgl. 
vierte und fiinfte Vorlesung). 

Würde man diesen Weg einschlagen, so hätte die Con- 
staute ik den Werth: 

Man findet dann aus den Betrachtungen des Art. 111, dass die 
Constante k der Formel 105 nicht gleich 1 , sondern gleich: 

Ä^ = l:*l» 
ist. Denn diei^Grössen E und E' dieser Formel verhalten 
sich wie fidt, also wie L Wir fanden aber: 

i, == im^, daher auch E, = Ej^j 
daher liefert die Formel 107: 

Dies mit Formel 105 verglichen, liefert den eben an- 
geführten Werth für ä«. Für die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Wellen in Luft ergiebt sich jetzt: 

1 : l/iöfcmi 
Also natürlich derselbe Zahlenwerth wie früher. 

Die Formel 106 liefert bei Anwendung des elektro- sabitpoten- 

. .. , ^g. H<U einer 

Statischen Maasses: euktriürten 

n^^E^.: 2a, ^~^*'- 

dies ist bekanntlich das Selbstpotential der auf einer Kugel 
angehäuften Elektricitat, also die gesammte, zu ihrer La- 
dung erforderliche Arbeit, welche hier nothwendig gleich 
der im Medium vorhandenen Energie der dielektrischen 
Polarisation sein muss, da wir Femwirkung ausschliessen 
und im Innern der leitenden Engel der neutrale Zustand, 
also keine Energie vorhanden ist. 

114. Nun können wir leicht die ponderomotorischen Allgemeine 
Sx&fte finden, welche beliebige Elektricitäten auf beliebige der Femwir- 
£Uidere ausüben. Man denke sich zu diesem Zwecke zwei »chermda^i- 
Systeme elektrischer Ladungen gegeb^i. Das erste System 



122 Vierzehnte Vorlesung. [114. 

soll dadurch bestimmt sein, dass gewisse Volumelemente 
dr gewisse Elektricitätsmengen e^dr, gewisse Flächenele- 
menie do ebenügdls Elektricitätsmengen rj^do enthalten; das 
zweite dadurch, dass gewisse andere Volumelemente Elektri- 
citätsmengen B^dr, gewisse Flächenelemente Elektricitäts- 
mengen f]^ do enth£|>lten. Das Gesammtpotentiale ip in einem 
Aufpunkte ist dann eine Summe, V'i + '^/^s? wobei i/Zj das 
Potential ist, welches herrschen würde, wenn nur das erste 
System , t/Zg wenn nur das zweite System elektrischer Massen 
vorhanden wäre. Die Gleichung 102 liefert dann wieder: 



wobei: 



1 Sn 



"'-> 






"> - ^4" [fe '^ + 



dy dy dx dx 



ZTj ist lediglich von der Lage der elektrischen Massen des 
ersten, JJg von der des zweiten Systems abhängig, 11^ da- 
gegen stellt die Energie der Wechselwirkung beider Sy- 
steme dar. 

Bleiben die Massen des ersten Systems gegeneinander 
unverrückt, ebenso die des zweiten und ändern nur die 
beiden Systeme ihre relative Lage, so ändert sich daher 
nur JJg und seine Veränderung giebt die dabei geleistete 
Arbeit. 

Die partielle Integration des obigen Ausdruckes für 
ZTg aber liefert nach bekannten Methoden: 



^Cdorj^ijj^ +fd'^hV^2 7 



wobei do ein Element einer beliebigen Trennungsfläche 
zweier Körper, n sowohl auf der einen als auf der anderen 
Seite die von do weg gegen das Innere des an der betref- 



i 
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fanden Seite angrenzenden Körpers hin gezogenen Normale 
vorstellt. 

Da nun \p dem entspricht, was man in der alt€n Theorie 
das Potential auf die Elektricitätsmenge 1 oder kurz die 
Potentialfanktion genannt hat, so ist der zuletzt gefundene 
Ausdruck das gesammte Potential des einen Systems elek- 
trischer Massen auf das andere. Seine Veränderung drückt 
die geleistete Arbeit aus. Seine Ableitungen nach den ver- 
schiedenen Coordinaten liefern also die Bjräfte. 

! 

I 
I 

I 115. Wir wollen nun wieder einen kurzen Blick auf ^^««'»»-b«- 

Erscheinungen werfen, die wir im Allgemeinen von der Be- Dituktnci- 
trachtung ausgeschlossen haben. Wir denken uns ein recht- 



winkliges Coordinatensystem. Die y«-Ebene soll eine sehr 
grosse leitende Ebene darstellen. Der Raum, welcher die 
Punkte umfasst, deren Abcissen zwischen Null und l^ liegen, 
soll mit einem Dielektricum erfallt sein, in welchem k 
den Werth ä;^ hat; ebenso der Eaum, welcher die Punkte 
umfasst, deren Abscissen zwischen l^ + d und l^ + d + l^ 
hegen. Der Raum dagegen, welcher die Punkte umfasst, 
deren Abscissen zwischen den Grenzen /j und l^ + d liegen, 
soll mit einem Dielektricum, für welches k den Werth Äj 
hat, erfüllt sein; endlich soll die Fläche, für welche x gleich 
li + I2 + d ist, die Begrenzungsfläche eines zweiten Leiters 
sein, welcher sich nach der Seite der wachsenden Abscissen 
hin erstreckt. Bis auf die Punkte in der Nähe des Randes 
der leitenden Platten, welchen wir allenthalben unendlich 
weit entfernt voraussetzen, wird g = h = 0, f aber nur eine 
Punktion von x sein. Es seien alle elektrischen Ströme 
und Oscillationen abgelaufen^ so dass die Gleichungen 
des Art. 103 gelten. Der Ausdruck Jrp reducirt sich da- 
her auf 

Beide Dielektrica sollen aus dem normalen Zustande, ohne 
dass im Innern derselben durch Reibung etc. Elektricität 
entwickelt wurde, in ihren jetzigen Zustand übergegangen 
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sein. Dann ist nach dem Gesagten daselbst überall 6 = 0; 
daher nach Gleichung 98 auch 

108) g - 0. 

Wenn wir die Grenzschichten als dünne Uebergangsschichten 
aufiassen, so gilt das Gleiche auch von jedem Punkte im 
Innern einer Grenzschicht, üeberall ist e = 0; daher muss, 
wenn die Schichtendicke sehr klein wird, auch tj = sein. 
Die letztere Bedingimg liefert mit Bücksicht auf die Glei- 
chung 96: 

welche Gleichung auch bei allen anderen Problemen an 
der Trennungsfläche zweier Dielektrica erfüllt sein muss, 
wenn daselbst niemals durch Beibung etc. Mektricitat ent- 
wickelt wurde. Da ^t// : dn an der Grenzschicht einen 
endlichen Sprung macht, muss i// selbst continuirlich sein. 
Sei für ic = 0, t// = 0; für « = /j + /j + <i aber habe tfj einen 
gegebenen Werth V. Den Werth des i// für < a; < ^ 
bezeichnen wir mit t//^, dann ist also: 

I/Zj = Äx, 

Für l^ <x <l^ + d muss ^ die Form ^^ ^ Bx + C haben. 
Für die Ebene a; = /, ist: 

dtp __ dtpi _ . d^ __ dy/g __ j^ 

dn^ "" "^ da? "" ' dn^ "" rf» "" ' 

daher liefert die Gleichung 109: 

Da 1// selbst continuirlich ist, so folgt: 

^\ 1 ~^ 1 •" 1 * 

Wendet man dieselben Bedingungen auf die Ebene x =^ly+ d 
an, so ergiebt sich für: 

\+d<x<\+d + l^ 
für t/; der Werth: 
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Daher wird: 

wobei / s= ij + /j gesetzt wurde. Da in der Ebene x=^l + d 
wieder ein Leiter beginnen soll, so ist die auf der Fläche 
% desselben angehäufte Elektricität nach Gleichung 97 zu 
berechnen und hat den Werth: 

Daher ist: 

"») l-¥(^S- 

Dieser Quotient heisst die reciproke Capacität des aus 
beiden leitenden Platten zusammengesetzten Condensators, 
wenn die gesammte Fläche jeder Platte gleich % wäre. Ist 
das erste Dielektricum Luft und misst man im elektrosta- 
tischen Maasse, so wird: 

und man findet daher für die reciproke Capacität 

Hätte k^ denselben Werth, wie für Luft, so wäre die reci- 
proke Capacität: 



'i-'iM- 



Der Umstand, dass ein Theil der Zwischenschicht durch 
ein von Luft verschiedenes Dielektricum gebildet wird, hat 
also denselben Effect, als ob die Dicke d der Schicht, 
welche von dem Dielektricum erfüllt wird, im Verhältnisse 
1 : \ vermindert wäre. Ist bei unveränderter Distanz der 
leitenden Platten der Zwischenraum zwischen denselben 
einmal ganz mit Luft, das andere Mal ganz mit jenem von 
Luft verschiedenen Dielektricum erfällt, so ist die Capacität 
im zweiten Falle A^mal so gross, worauf bekanntlich die 
einfachfite Bestimmungsmethode der Dielektrisirungszahl 
oder Dielektricitätsconstante k beruht. 
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Magneti^i- ^ß Setzeil wIt: 

rungaglti' 

ehungen. a h e 

iii(F) a = -^, ß = r-^ r = T^^ 

80 erhalten wir für diese Grössen ganz ähnliche Gleichun- 
gen, wie die soeben discutirten für einen yollkommenen 
Isolator bei Abwesenheit äusserer elektromotorischer Kräfte 
geltenden, nur dass an Stelle von f, g, h, P, Qj Rj 
k : An, if) jetzt der ßeihe nach treten a, b, c, cc, ß, y, 
4:nfi, (p. Ausserdem erscheint in den Gleichungen, welche 
wir die Stokes 'sehen nannten, das Zeichen verkehrt, als 
ob das Coordinatensystem in sein Spiegelbild verkehrt wäre 
und in den Dielektrisirungs - und Magnetisirungsgleichungen 
bei den Constanten der Faktor 4;r mit 1 : 4;r vertauscht. 
Man hat nämlich: 

C) 4nf=kP, 



^) 


da 

dt ~ 


dx 


dB 

dy 


^ 


df 
dt 


dr 

dy 


dx 



P) ^=^«-^) 



MagMtiBmu». Dics bcwcist, dass die Wirkung von Solenoidpolen in Me- 
dien, wo die Constante n verschiedene Werthe hat, in ganz 
analoger Weise modificirt wird, wie die Wirkung der freien 
Elektricität der Medien mit verschiedenen k. So sahen wir, 
dass die Trennungsfläche zweier Medien, in denen k ver- 
schiedene Werthe hat, unter dem Einflüsse elektrischer 
Kräfte sich so verhält, als ob dort fern wirkende Elektri- 
cität vorhanden wäre; analog wird die Trennungsfläche 
zweier Medien mit verschiedenen Werthen von fi sich so 
verhalten, als ob dort Solenoidpole (Magnetismen) vorhanden 
wären. 

Wir nannten f, g, h die Componenten der dielektrischen 
Polarisation oder des dielektrischen Momentes der Volum- 
einheit, P. Q, R die Componenten der elektrischen Kraft 
(wirkend auf die Eilektricitätsmenge 1), tp das elektrische 



*) Ueber diese Analogie vgl. Kowland, Ämer. joum, of math,y 
vol. II, p. 354; vol. III, p. 89, 1879 und 1880. 
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Potentiale (ebenfalls auf einen Aufpunkt, in dem sich die 
Elektricitätsmenge 1 befindet), k die Dielektrisirungszahl 
oder Dielektricitätsconstante. Gerade so sollen jetzt a, ß, y 
die Componenten der magnetischen Polarisation oder des 
magnetischen Momentes der Volumeinheit, a, b, o die der 
magnetischen Kraft, (p das magnetische Potential, fi die 
Magnetisirungszahl oder Magnetisirungsconstante heissen. 
An Stelle der statischen Elektricität tritt aber jetzt die 
Wirkung von Solenoidpolen. Permanente Magnete denken 
wir uns immer als Systeme von Molekülen, die solenoid- 
artig von elektrischen Strömen umflossen sind. 

Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
Wellen in Isolatoren können wir jetzt schreiben: 

daher für die Brechungsexponenten: 

112) jj : F = v*:,,*:: 

Wir haben nun die Formeln entwickelt und uns so 
weit orientirt, dass wir deren Bedeutung kennen gelernt, 
uns von ihrer Uebereinstimmung mit der Erfahrung im 
Allgemeinen überzeugt und sie zur Anwendung auf sämmt- 
Uche Probleme der Elektrostatik und Elektrodynamik, der 
Lehre von den elektrischen und optischen Schwingungen 
zurecht gelegt. Wir haben gewissermaassen die Tafel ge- 
deckt, die Speisen zubereitet und ab und zu verkostet; 
haben aber keine Zeit mehr, uns zu Tische zu setzen. 
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Zweiter Anhang. 



Zusammenstellung der Bezeichnungen dieses Buches mit denen 
Helmholtz's (Borchardt's Journal 72. p. 57. 1870), Stefan's 
(Wien. Sitzungsber. 70. p. 589. Dec. 1874) und Hertz's (Göttinger 
Nachrichten 19. März 1890. Wied. Ann. 40. p. 577. 1890.) (Schlüssel). 



In den wenigen Fällen, wo sich die Bezeichnungen Maxwell's 
mit denen des vorliegenden Buches nicht genau decken, sind die 
ersteren (speciell die in dessen Treatise on Electr. angewandten) in 
eckiger Klammer beigefügt. Da namentlich die Helmholtz'sche 
Theorie vielfach von der Max well' sehen abweicht, ist die üeberein- 
stimmung der zugeordneten Bezeichnungen oft keine vollständige. 
Wo dies besonders stark hervortritt, wurde ein Fragezeichen beige- 
fügt. Zwei Fragezeichen bedeuten eine völlige Verschiedenheit beider 
Begriffe, die nur einer gewissen Analogie wegen in Parallele gesetzt 
wurden. 
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Besonders zu bemerken ist, dass man aus Helmholtz's Formeln 
die Maxweirschen erhält, wenn man in ersteren ^ und a schon für 
Luft und daher auch für alle anderen Körper gross gegen die Ein- 
heit, k aber gleich Null setzt 
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Vorwort. 



„War t» et» GoM, der diete Zeitigen «chriei^ 
JHt mit geftetmnuivoU wrbw^nKm 2Vte( 
Die Zrä/Ite der J^oAir um mtcA eiOfttiUen 
27nd mir da» Hert mit $tilUr Freude ßUUn.*'^ 

Von den zahlreichen , wohlwollenden Kritiken und auf» 
muntemden Bemerkungen über den I. Theil dieser Vorlesungen 
war mir die werthvollste, weil kürzeste die eines lieben Freundes^ 
welche einfach sagte: „Theuer finde ich das Buch'^ Ich habe 
desshalb hier im 11. Theile all den Schmuck, mit welchem die 
[Ejügländer solche Bücher zu zieren lieben (Marginalien, Figuren- 
tafeln etc.) weggelassen: dazu sind wir Deutsche zu arm. 
Nor das Motto habe ich noch beibehalten, das kostet ja nichts. 
Freilich habe ich es nicht nach englischer Sitte dem klassi- 
schen Alterthume entnommen, sondern einem deutschen Dichter 
(da sind wir wieder reich) und zwar abermals unserem Alt- 
meister; warum wusste der auch alles so unübertrefiTlich zu 
sagen und zwar nicht nur, was ihm bekannt war, sondern 
auch das, wovon er selbst keine Ahnung hatte. 

In der That, obiges Motto spricht meine Ansicht über 
MaxweH's Theorie der Elektricität und des Magnetismus 
aus. Bezüglich des Inhaltes werde ich heute wohl kaum noch^ 
auf Widerspruch stossen. Aber die Form der Darstellung bei 
Maxwell finden viele noch dunkel und inconsequent; ich 
glaube hauptsächlich solche, welche dessen Theorie nur aus 
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IV Vorwort 

dem Treatise keimen. Dort ist (vielleicht gerade durch das Be- 
streben, verständlich zu werden) vielfach die alte Theorie mit 
der neuen vermischt, und ich würde jedem empfehlen, sämmt- 
liche Abhandlungen Maxwell's in der Reihenfolge, wie sie 
erschienen sind, zu lesen. Ich glaube kaum, dass er dann 
noch oft im Zweifel sein wird, was jedesmal unter Elektricitat, 
dielektrischer Verschiebung etc. zu verstehen ist, oder gar 
glauben würde, dass Maxwell von der Annahme unvermittelter 
Femkräfte ausgehend zu seinen Formeln gelangte. 

Bei der Fülle des neuen, was Maxwell ausser seinen 
allgemeinen Gleichungen noch in so kurzer Zeit brachte (Licht- 
theorie, Anwendung der Lagrange-Hamilton'schen Methode 
auf theilweise unbekannte Bewegungen, Einführung von Co- 
ordinaten, von denen bloss die Ableitungen nach der Zeit im 
Ausdrucke fiir Energie vorkommen, mechanische Analogien 
aller Art etc.), können wir wohl eine so systematische Aus- 
bildung jedes neuen Gedankens, wie sie die spätem Jahrzehnte 
brachten, in seinen ersten Abhandlungen nicht verlangen, ja 
freuen wir uns, dass Maxwell überhaupt noch einiges zu 
thun übrig liess. So betone ich nochmals, dass ich für meine 
Person durchaus nur als Interpret Maxwell's gelten will. Ich 
habe auch die Buchstaben Maxwell's wieder beibehalten; ich 
kann mir einfach die elektrischen Kräfte gar nicht anders als 
mit P, Q, B, die magnetischen nicht anders als mit a, ß, y etc. 
bezeichnet vorstellen. Aber nicht desshalb, sondern aus reinen 
Zweckmässigkeitsgründen wiederhole ich die Bitte, man möge 
hierin meinem Beispiele folgen. Da es der Mehrzahl der 
Leser bequemer zu sein scheint, habe ich hier im 11. Theile 
ein bestimmtes Maasssystem eingeführt; daher erscheint D in 
den Gleichungen explicit und die Constanten können nicht 
mehr genau unter die Form der allgemeinen Maxwell' sehen 
Constanten K, L und fi gebracht werden. 

Der hier vorliegende 11. Theil hat hauptsächlich den 
Zweck, den alten Vorstellungen ihren Platz in der Maxwell'- 
schen Theorie anzuweisen. Gerade so, wie in der Undulations- 
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theorie den Lichtstrahlen und andern Begriffen der Emanations- 
theorie, so kommt nämlich auch in der Maxwell'schen 
Theorie den alten Vorstellungen der Femwirkungslehre eine 
bestimmte Bedeutung zu. Diese scharf abzugrenzen, dürfte 
gerade sehr viel zum richtigen Verständnisse beider beitragen. 
Ausserdem war noch einiges bezüglich der Ableitung der 
Grundgleichungen nachzutragen.^) Mein Ideal, alle speeiellen 
Beispiele so ausführlich wie in der alten Theorie zu behandeln 
und dadurch das Studium der alten Lehrbücher gewisser- 

maassen überflüssig zu machen, habe ich, wie zu erwarten 
stand, freilich noch nicht erreicht; das bleibt also noch der 

Zukunft vorbehalten. Der I. Anhang enthält eine Ergänzung 

der Literaturübersicht durch die seither erschienenen, theil- 

weise auch durch ältere vergessene Abhandlungen, der IL eine 

Zusammenstellung aller numerirten Formeln unter Beifügung 

der Seitenzahl behufs Erleichterung ihrer Auffindung. 

Ich habe noch die Pflicht, meinem Assistenten, Herrn 
Ignaz Schütz, für die Dienste, die er mir bei der Correctur, 
Zusammenstellung der Literaturübersicht und noch sonst viel- 
fach geleistet hat, meinen wärmsten Dank auszusprechen. 

Zum Schluss kann ich nur mit den Worten Maxwell 
wünschen, es möge auch durch dies Werkchen mancher Leser 
im Studiujn der Elektricitätstheorie eher gefördert als gehin- 
dert werden! 

München, im Juli 1893. 

Ludwig Boltzmann. 



^) Vgl. V. Helmholtz, Das Princip der kleinsten Wirkung in der 
Elektrodynamik. Berl. Akad. 12. Mai 1892. Wied. Ann. 47. p. 1. 1892. 
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§ 1. Mechanische Grundlage. 

Obwohl fast die Hälfte des ersten Theiles dieser Vor- 
lesungen der Ableitung der Grundgleichungen Maxwell's für 
den Elektromagnetismus gewidmet war^ so wollen wir doch 
zunächst, um das Verständniss des vorliegenden zweiten Theiles 
Ton dem des ersten voUkommen unabhängig zu machen, diese 
Gleichungen hier nochmals auf einem anderen Wege ableiten, 
der zwar in der Idee mit dem im ersten Theile eingeschlagenen 
eine gewisse Verwandtschaft hat, aber doch so weit davon ab- 
weicht, dass er mir ein selbständiges Interesse beanspruchen 
zu können scheint. 

Wir gehen von der Hypothese aus, dass die elektrischen 
und magnetischen Wirkungen durch ein Medium vermittelt 
werden, welches den sogenannten leeren Raum, sowie alle 
ponderablen Körper durchdringt. Durch die Anwesenheit 
letzterer wird es jedoch in seinen Eigenschaften modificirt. 
Wir woUen dieses Medium Kürze halber den Aether nennen. 

Jede Femwirkung auf messbare Distanz schliessen wir 
aus. Die Veränderung des Zustandes irgend eines Volum- 
elementes während irgend eines Zeitelementes soll ledigHch 
bedingt sein durch die Zustände, welche zu Anfang dieses 
Zeitelementes in der unmittelbaren Umgebung dieses Volum- 
elementes geherrscht haben. Da es leider noch nicht gelungen 
ist, die Art und Weise dieser Wirkung von Element zu Ele- 
ment vollkommen befriedigend mechanisch zu erklären, so 
müssen wir uns mit Vorstellungen von einer gewissen Allgemein- 
heit und Unbestimmtheit begnügen. 

Wir nehmen an, dass in jedem Volumelemente eine Be- 
wegung möglich ist, deren Natur uns unbekannt ist. Wir 

Boltzmann, Yorlesuiigeii, H. 1 



2 Erste Vorlesung. 

setzen nur voraus, dass die durch diese Bewegung erzeugte 
Verschiebung in drei Componenten Fy O, H nach den drei 
rechtwinkUgen Coordinatenrichtungen zerlegt werden kann, 
genau so, wie die geradlinige Verschiebung eines materiellen 
Punktes oder wie die unendlich kleine Drehung eines starren 
Körpers. Wir können also die Verschiebung geometrisch dar- 
stellen durch eine in Länge und Richtung bestimmte Gerade 
(einen Vektor), welche auf die drei Coordinatenaxen die Pro- 
jektionen Fy G und H hat und daher einfach der Vektor (F, 
Gj H) heissen soll. 

Wir nennen nach Faraday diesen Vektor den elektro- 
tonischen Zustand oder tonischen Zustand, oder noch kürzer 
Tonus des betreffenden Volumelementes und F, G, H dessen 
Componenten, ohne natürUch mit dieser Wortbildung irgend 
eine speciellere Vorstellung yerknüpfen zu wollen. 

Wir bezeichnen ferner die Geschwindigkeiten, mit welchen 
sich die drei Componenten des Vektors ändern (die tonischen 
Geschwindigkeitscomponenten) mit P, Q, 5; setzen also: 

') '=¥■ «-4^- ^-4f- 

Siehe Maxwell scient. pap. vol. I, pag. 476. Später, scient. 
pap. vol. I, pag. 555, treat. II, pag. 223, art. 599, schreibt 
dieser P^^-^dFjdt Ich acceptire hier die erste Fest- 
setzung, damit keine Zweifel über das Vorzeichen Platz greifen 
können, wo von Wachsthum oder Abnahme der tonischen Ge- 
schwindigkeitscomponenten, also von Beschleunigung oder Ver- 
zögerung der tonischen Bewegung die Rede sein wird. 

Ferner bezeichnen wir mit Tdr die im Volumelemente dr 
enthaltene lebendige Kraft dieser Bewegung (der tonischen Be- 
wegung). Dann sei in einem isotropen Körper: 

A*) T^^{I^+Q^ + B% 

wobei die Grösse K im Innern verschiedener Körper verschiedene 
Werthe haben kann, aber durch die tonische Bewegung selbst 
nicht verändert werden soU.^) 

*) In einem anisotropen Körper soll sogar K für verschiedene Rich- 
tungen verschieden sein können, so dass man das Coordinatensystem 
immer so wählen kann, dass 

T= (Zi P« + JT, g« + Zs Ä*)/ Stt 
wird. 
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T nennen wir die tonische lebendige Kraft der Volum- 
einheit oder die Dichte der kinetischen Energie der tonischen 

Bewegung ; 

K dF K dO K dH 

4:71 dt 4n dt 4n dt 

sind also die auf die Volumeinheit bezogenen Momente der 
tonischen Bewegung, welche Maxwell mit f, ff, h bezeichnet. 
Derselbe setzt also: 

^ ' "'47r dt ' ^""471 dt ' 47T dt ' 

Ausserdem sollen der elektrotonischen Verschiebung gewisse 
Kräfte entgegenwirken, welche wir die tonischen Kräfte nennen, 
so dass die Herstellung desselben im Volumelemente dr eine 
Arbeitsleistung Fdr bedingt. Fwird dann als die Dichte der 
potentiellen tonischen Energie bezeichnet werden können. 

Wären F^ G^ H die Verschiebungscomponenten eines 
Theilchens eines gewöhnlichen elastischen Körpers, so wäre V 
eine homogene Funktion zweiten Grades der Diflferential- 
quotienten dieser Grössen nach den Goordinaten. Dies soll 
auch für den Aether gelten; aber die Funktion zweiten Grades 
soll eine etwas andere Form haben als bei elastischen Körpern; 
es soll nämlich sein: 

3) r=^a»+i»+c»), 

wobei 

.. dH dG , dF dH dQ dF 

4) a = —z -j — , = —z -z — , c = — j -j — 

^ dy dx dx dx dx dy 

ist. V ist eine Constante des Körpers. Es sind also a, b, c 
die Gomponenten desjenigen Vektors, welchen die Engländer 
das Curl des Vektors [F, G, -ff), also des tonischen Vektors, 
nennen. 

So einfach und naheliegend diese Annahme ist, so ist es 
doch nicht ganz leicht, sich eine bestimmte mechanische Vor- 
stellung davon zu machen. Würden wir unter Fj G, H einfach 
die Verschiebungen eines Aethertheilchens nach den drei Co- 
ordinatenrichtungen verstehen, so dass also der Tonus für den 
Aether dasselbe wäre, was die in der Elasticitätslehre be- 
trachteten elastischen Verschiebungen für einen gewöhnlichen 
festen Körper sind, so wäre K/ 4n einfach die Dichte des Aethers; 
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a, b, c aber wären die doppelten Drehungen eines Volum- 
elementes desselben um drei den Coordinatenaxen parallele Axen 
und wir müssten zur Erklärung der Gleichungen 3 annehmen, 
dass sich jeder solcher Verdrehung eine dem Drehungswinkel 
proportionale Kraft entgegensetzt. Wir bekämen also Lord 
Kelvin's quasirigiden Aether.^) 

Allein dies würde verschiedene Unzukömmlichkeiten nach 
sich ziehen. Erstens mtisste, wie sich aus dem spätem er- 
geben wird, an allen Stellen, wo sich wahre Elektricität befindet, 
Aether in die Welt ein- oder aus derselben ausströmen, zweitens 

würde, sobald 

dP dQ dB 

dx dy dx 

von Null verschieden ist, K durch die tonische Bewegung ver- 
ändert werden. Würde man aber K als unveränderlich be- 
trachten, so wäre wieder die Entwicklung freier Elektricität 
nur schwierig zu erklären. (Etwa dadurch, dass die Anwesen- 
heit der Eörpermoleküle unter gewissen Umständen die Con- 
stanz von K aufhöbe.) Man müsste dann auch, wenn der Aether 
incompressibel, daher dessen Dichte JST/ 4 ;r an allen Stellen un- 
veränderlich vorausgesetzt würde, zum Hamilton' sehen Prin- 
cipe noch die Bedingung 8[dxdydz) = Q hinzufugen, was dann 
Glieder liefern würde, die dem Drucke in incompressiblen 
Flüssigkeiten entsprächen und die die MaxweH'sche Theorie 
nicht kennt. 

Derartige Glieder finden sich freilich in derv. Helmholtz'- 
schen Theorie der Elektrodynamik. Allein es ist mir da noch 
nicht gelungen, die mechanische Bedeutung der v. Helmholtz'- 
schen Gleichungen*) für alle Werthe der darin vorkommenden 
Constanten klarzustellen. 

Nicht etwa, als ob ich prätendiren würde, hiermit die wahre 
Natur der tonischen Bewegung getroffen zu haben, will ich 
doch, um der Einbildungskraft gewisse Anhaltspunkte zu geben, 
einige flüchtige Andeutungen einschalten, welche auf eine Be- 
wegungsart hinweisen, die ganz den Charakter der elektro- 
tonischen besitzt. 

Sei in jedem Volumelemente ein Kern enthalten, F^ G, H 

^) Vgl. Thomson, math. and phys. pap. III, p. 442. 
^) Wissenschaftliche Abhandlungen. Band I, S. 621. 
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seien die gesammten Drehungswinkel, um welche dieser Kern 
zu irgend einer Zeit t um drei den Coordinatenrichtungen parallele 
Axen gedreht worden ist. Dann müsste unter Kdx jAn das 
Trägheitsmoment dieses Kerns bezüglich einer durch sein Cen- 
trum gehenden Axe, unter P, Q, R die Componenten der Winkel- 
geschwindigkeit seiner augenblicklichen Drehung verstanden 
werden, so dass 

seine lebendige Kraft wäre, und es wäre für anisotrope Körper 
auch eine Verschiedenheit des Trägheitsmoments bezügUch 
verschiedener Axen vorstellbar. 

Grössere Schwierigkeiten bereitet die Deutung des Aus- 
drucks 3. Da müssen wir, zu einer alten Maxweirschen 
Idee zurückgreifend, annehmen, dass zwischen je zwei rotirenden 
Kernen Partikelchen eingestreut sind, die wie Friktionsrollen 
in die Drehung beider eingreifen. Die durchschnittliche Ver- 
schiebung aller dieser Partikelchen in der :r-ßichtung ist dann 
a proportional, und man muss annehmen, dass durch sie eine 
der Grösse dieser durchschnittlichen Verschiebung proportionale 
Kraft geweckt wird, sodass die durch die Verschiebung dieser 
Partikelchen geleistete Arbeit proportioual a^, resp. b^ oder c^ 
ist. Wie gezwungen auch die Vorstellung solcher Friktions- 
rollen sein mag, so zeigt sie doch, dass eine Bewegung mechanisch 
denkbar ist, welcher alle Eigenschaften zukommen, die wir der 
tonischen Bewegung zugeschrieben haben. Jede derartige zur 
Versinnlichung des Tonus aufgestellte Hypothese wollen wir 
als mechanische Analogie bezeichnen. 

Ich bemerke noch, dass die Drehungswinkel F, G, H aus 
zwei Summanden bestehen können, ^j, G^, H^ und Pg, Ög, -5^, 
von denen die ersteren die Bedingungen 

dE^ dGi dFi dHi d G^ dF^ 



> ~3 — ~j ) 



dy dx dx dx dx dy 

erfüllen und beliebig gross werden können; die letzteren Sum- 
manden aber, welche diese Bedingungen nicht erfüllen, müssen 
sehr klein bleiben, da sonst V, wenn es schon für kleine a, b, c 
endlich ist, enorm wachsen würde. 

Es hat die zuletzt vorgetragene Anschauung eine gewisse 
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Aehnlichkeit mit einer alten Theorie Hankel's^) und einer 
Hypothese Sommerfeldes^; doch nimmt letzterer keine Frik- 
tionsmoleküle an und verfällt so wieder in neue Schwierigkeiten.^ 
Die hier vorgetragene Anschauung ist in ähnlicher Weise eine 
Umkehrung der ersten Maxwell'schen Theorie, wie die Sommer- 
feld'sche eine Umkehnmg der Thomson'schen Theorie des 
quasirigiden Aethers ist. 

Es ist möglich, dass ganz andere Bewegungen, z. B. 
schwingende oder unregelmässig zickzackförmige, wie bei Gas- 
molekülen im Mittel wieder auf dieselben Gleichungen führen 
würden. Da aber ihre Behandlung viel verwickelter wäre und 
doch kein bestimmter Anhaltspunkt für irgend eine specielle 
Wahl vorliegt, so will ich hierauf nicht weiter eingehen,* be- 
schränke mich vielmehr auf die Verfolgung der weiteren Con- 
sequenzen der oben angegebenen allgemeinen Eigenschaften 
des Tonus. 

Wenn wir eine bestimmte mechanische Analogie zu Grunde 
legen, so können wir alle Grössen in den ihnen gemäss dieser 
Analogie natürlich zukommenden mechanischen Maassen (den 
natürlichen Maassen) gemessen denken. Dies wollen wir in 
dieser Vorlesung immer thun und es dadurch zum Ausdruck 
bringen, dass wir in den Schlussgleichungen denjenigen Grössen, 
für welche wir später andere Maasse benutzen werden, den 
Index n beifügen. So schreiben wir die Gleichung A* lieber 
in der Form: 

An) T == -^{PJ^ + Q,^ + RJ), 

lediglich um anzudeuten, dass hier P, Q, ß in ihren natür- 
lichen Maassen gemessen zu denken sind. Auch in allen an- 
deren Gleichungen dieser Vorlesung denken wir uns dasselbe 
Maass angewendet, wenn wir auch den Index Kürze halber 
nicht immer beifügen. 

Femer empfiehlt es sich, statt v die Grösse 

1 

1) Hankel, Pogg. Ann. 126, S. 440, 1865; 131, S. 607, 1867; vergl. 
auch Helm, Wied. Ann. 47, S. 743, 1892. 

2) Sommerfeld, Wied. Ann. Bd. 46, S. 139, 1892; Keiff, Elasti- 
cität und Elektricität, Preiburg, akad. Verlag, 1893. 

8) Wied. Ann. Bd. 48, S. 95, 1893. 
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und statt a, bj c die Grössen: 

of = 4;ri/a = — , 8 =z 4nvb = — , y = 47r«/c== — 
einzuführen, so dass vir statt der Gleichungen 3 und 4 erhalten: 

5n)^«„ = ^-^^,/*/?„ = -^---,^y„ = ^^-^. 

§. 2. Ableitung der Grundgleichungen. 

Da wir lebendige Kraft und Arbeit kennen, so können wir 
die Kräfte, welche F, ff, H zu beschleunigen, resp. P, Q, R 
zu vermehren streben, nach dem Hamilton 'sehen Principe 
finden, indem wir setzen: 

6) 4^ffdtdT{ST'^SF) = 0. 

Substituiren wir in Gleichimg 6 für f und F ihre Werthe 
und setzen dr =^ dxdydzy so folgt: 

_ ( dÖH ddG \ of ddF ddH \ ( döG döF V\^^ 
\ dy dx ) ^ \ dx dx j '\ dx dy j\^ 

Wir haben hier diejenigen Glieder, welche nach der Zeit 
differenzirte Variationen enthalten, partiell nach dieser, jene 
aber, welche nach den Coordinaten differenzirte Variationen 
enthalten, partiell nach jenen zu differenziren. Die Grenzen 
für die Zeit, sowie die Werthe der Variablen im Anfangs- 
und Endzustande sind in der Hamilton'schen Gleichung alle- 
mal als constant zu betrachten, daher verschwinden bei par- 
tieller Integration nach der Zeit die von diesen Grenzwerthen 
herrührenden Glieder. Bei partieller Integration nach den 
Coordinaten aber müssen wir die Grenzbedingungen berück- 
sichtigen, welche für die Oberfläche der Körper gelten. Da wir 
auch den sogenannten leeren Baum mit Aether erfüllt denken, 
so werden diese Oberflächen immer als Trennungsflächen zweier 
verschiedener Medien, resp. als Trennungsflächen zweier Aether- 
massen von verschiedener Beschaffenheit zu denken sein. Wir 
haben keine bestimmte mechanische Vorstellung zu Grunde 
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gelegt, daher wird auch das Problem der Auffindung dieser 
Grenzbedingungen kein eindeutig bestimmtes sein, wenn wir 
die Grenzflächen als mathematische Flächen denken, in denen 
zwei vollkommen verschiedene Medien aneinanderstossen. Die 
Aufstellung dieser Grenzbedingungen würde dann neue An- 
nahmen erfordern, in denen wieder manches Willkürliche nicht 
zu vermeiden wäre. 

Wir wollen da die einfachste Annahme machen, von wel- 
cher schon Maxwell ausging, und welche von v.Helmholtz und 
Hertz weiter ausgebildet wurde. ^) 

Wir können uns jedenfalls zwei ganz verschiedene Körper 
denken, welche durch eine sehr dünne Schicht getrennt sind, 
in der die Eigenschaften des einen sehr rasch aber doch con- 
tinuirlich in die des anderen übergehen. Bei mischbaren Stoffen, 
wie reinem Wasser und einer wässerigen Lösung, oder Zink und 
Quecksilber, oder Kupfer und geschmolzenem Zink wäre dies ent- 
schieden realisirbar und würde sich auch dauernd erhalten, wenn 
beide Körper, ehe die Mischung weiter vorgeschritten wäre, 
in den festen Zustand übergingen. Vielleicht können zwischen 
zwei beliebigen Körpern solche continuirliche Uebergangs- 
schichten hergestellt werden, vielleicht ändern sich wenigstens 
die Eigenschaften des Aethers, auf den allein sich unsere 
Gleichungen beziehen, continuirlich. Jedenfalls woUen wir 
voraussetzen, dass, wenn es selbst mathematische Discontinui- 
tätsstellen gibt, die Grenzbedingungen, welche für dieselben 
gelten, keine anderen sind, als diejenigen, welche man bei Vor- 
aussetzung einer continuirlichen, aber sehr dünnen Uebergangs- 
schicht finden würde, in welcher die Gültigkeit unserer Glei- 
chungen nirgends gestört wird. 

Diese Annahme ist von den verschiedenen willkürlichen 
Voraussetzungen, welche man über solche Grenzschichten viel- 
leicht noch machen könnte, jedenfalls weitaus die wahrschein- 
lichste und natürlichste. Wir erreichen durch sie einen grossen 
mathematischen Vortheil. Würden wir irgend welche andere 
Grenzbedingungen voraussetzen, so müssten wir bei der par- 
tiellen Integration nach den Coordinaten die auf die Trennungs- 
flächen bezüglichen Glieder einer besonderen Betrachtung unter- 
ziehen. Haben wir dagegen an den Trennungsflächen überall 

^) Vgl. auch Poincare, Electricit^ et optique Vol. 2, S. XI. 
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continuirliche üebergänge, so sind im Innern nirgends Unter- 
brechungen der Continuität vorhanden. Wir haben also nur 
die unendlich entfernte Grenze des gesammten ßaumes zu 
betrachten, bis zu der sich der Einfluss der hervorgerufenen 
dektrischen und magnetischen Störungen sicher nicht erstreckt, 
so dass also alle auf die Grenzen bezüglichen GHeder ver- 
schwinden. 

Dasselbe gilt natürlich auch dann noch, wenn die Iren- 
nungsflächen wirkliche Unstetigkeitsflächen sind, sobald nur 
die Grenzbedingungen genau so gebildet sind, wie sie sich aus 
der Hypothese sehr rascher aber continuirlicher üebergänge 
ergeben. 

Wir wollen diese Ableitungsweise der Grenzbedingungen, 
um einen bestimmten Namen zu haben, das Princip der Con- 
tinuität der üebergänge nennen, und unter diesen Namen auch 
noch die Hypothese mit einbegreifen, dass mit Abnahme der 
Dicke der üebergangsschicht weder die Constanten des Mate- 
riales (JT, fi etc.), noch auch (wenigstens wenn keine unendlichen 
elektromotorischen Kräfte in der üebergangsschicht vorhanden 
sind) die Dichte der kinetischen oder der potentiellen tonischen 
Energie ins unendliche wachsen kann, da ja eine unendliche 
Energiedichte unendliche Kräfte im betreffenden Punkte vor- 
aussetzen würde. Das Material soll an jeder Stelle der üeber- 
gangsschicht eine bestimmte, durch endliche Ky Cy fi charakteri- 
sirte Beschaffenheit haben. 

Nach den Gleichungen An undBn folgt, dass auch P, Q, R, 
a, b, c nicht mit abnehmender Dicke der Trennungsschicht ins 
Unendliche wachsen können; wohl aber werden dies die Dif- 
ferentialquotienten aller dieser Grössen normal zur Schicht. 

Da unter diesen Voraussetzungen alle anf die Integrations- 
grenzen bezüglichen Glieder verschwinden, so liefert die Aus- 
führung aller partiellen Integrationen das folgende Resultat: 



+*4^"-47+4l-]h°- 
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Die Nullsetzung der Coefficienten yon SF, SG, dEsheT liefert: 

Y\ i47r dt ~' 4cn\dx dyj^ An dt '^An\dx dxj* 

K dB ^ 1 (da dß\ 
471 dt 4n\dy dx)' 

Wir setzen voraus, dass die ponderablen Körper selbst niheii 
und daher K und fi sich nicht mit der Zeit ändern ; wohl aber 
können diese Grössen von Punkt zu Punkt verschieden, also 
Funktionen von x, y und z sein. Dieselben Gleichungen gelten 
übrigens auch flir die Relativbewegung der elektromagnetischen 
Zustande gegen die ponderablen Körper, falls letztere den 
Aether, ohne die Bewegung in demselben zu stören, mit sich 
nehmen. 

Kdr/^Tt spielt die Rolle der Masse, dP/dt die der Be- 
schleunigung, daher stellt die rechte Seite der Gleichungen 7 
die durch dr dividirten Kraftcomponenten dar, welche wir die 
auf die Volumeinheit wirkenden Componenten der tonischen 
Kraft nennen können. Ausser dieser soll der tonischen Be- 
wegung noch eine Kraft entgegenwirken, welche wir kurz die 
Widerstandskraft nennen. Sie soll der tonischen Geschwindig- 
keit direkt entgegengerichtet und proportional sein. Ihre 
Componenten in den Goordinatenrichtungen soUen daher sein 
— CPdr, — CQdr, — CRdr, wobei C eine Constante ist, 
deren Werth an verschiedenen Stellen des Raumes verschieden 
sein kann. Diese Widerstandskraft ist vollkommen analog der 
Reibung; durch sie muss also fortwährend Energie in Wärme 
verwandelt werden, und zwar ist der Quotient, den man er- 
hält, wenn man die in der Zeit dt und im Volumelemente dr 
in Wärme verwandelte Energie durch dtdr dividirt: 

8n) W^C{P^dF^+q^dQ^+B^dH^)ldt^C{P^^ + q^^ + R^^ 

(Joule'sche Wärme). Dagegen soll durch die elektrotonischen 
Kräfte, da diese ein Potential haben, keine Energie in Wärme 
verwandelt werden. Die durch Magnetisirung oder Dielektri- 
sirung infolge Hysteresis entwickelte Wärme vernachlässigen 
wir also. 

Endlich sollen an Stellen, wo gerade hydroelektromoto- 
rische, thermoelektromotorische oder reibungselektromotorische 
Kräfte wirken, zu den Componenten der tonischen Kräfte noch 
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je ein ganz unbekanntes, aber von Fj G, E unabhängiges 
Glied hinzukommen, welches wir mit -- CXdr, resp. ^ CYdr, 
— CZdr bezeichnen wollen. Die letzteren drei Grössen nennen 
wir die im Volumelemente dr wirksamen äusseren elektro- 
motorischen Kräfte. Sie repräsentiren im Allgemeinen eine 
Energiequelle (chemische oder Wärmeenergie). Der hieraus 
im Volumelemente d r während der Zeit d t geschöpfte Energie- 
betrag dividirt durch dtdr ist: 

r= -C(X„rfi^„+ Y^dGn + ZndH^)ldt 

Fügt man die zuletzt aufgezählten Kräfte den Gleichungen 7 
bei, so erhält man folgende vervollständigte Gleichungen: 



9n) 



Cn) 






Die Giltigkeit der Gleichung 8n an Stellen, woX=r=^=0 
ist, unterliegt keinem Zweifel. Dagegen ist das Verhalten der 
Stellen, wo äussere elektromotorische Ejräfte wirken, weder 
experimentell genügend untersucht, noch theoretisch klar- 
gestellt. Wenn X, Y, Z sich mechanisch verhalten würden, 
wie Kräfte zwischen ruhenden Körpern, so müssten die beiden 
Gleichungen 8n und 9n ohne weitere Correction richtig sein. 
Meist aber scheinen im Gegentheile Bewegungen die Ver- 
anlassung zum Auftreten der äusseren elektromotorischen 
Kräfte zu geben. So in den Hydroketten die Trennung und 
Wiedervereinigung der chemischen Elemente, in den Diffusions- 
und Diaphragmenströmen nachweisbare Molarbewegungen, in 
den Thermoströmen Wärmebewegungen. Dann kann noch 
ausser der durch die Gleichungen 8n und 9n bestimmten eine 
beliebige Energiemenge Adr .dt aus der den Strom treibenden 
Energiequelle aufgenommen und an der Stelle, wo die elektro- 
motorischen Kräfte thätig sind, direkt in Wärme verwandelt 
werden, so dass man für die aufgenommene Energie an Stelle 
der Gleichung 9n den Werth: 
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En) r= ^ - C{X^P^ +Y^q^ + Z^E^), 

flir die auftretende Wärme aber an Stelle der Gleichung 8n 

den Werth: 

Fn) W^A + C{P,^ + Qr? + Rr?) 

erhält. Ich werde hierauf am Schluss des Buches (Gleichung 102 
§ 30) noch einmal zurückkommen und bemerke hier nur, dass 
sämmtliche hierher gehörigen Erscheinungen (Peltier-Effekt, 
Thomson -Effekt in Thermoketten, Abweichungen vom Thom- 
son 'sehen Gesetz bei Hydroketten) noch kaum endgiltig in die 
Theorie eingefügt werden können. Wo X = T = ^ = ist, 
also keine stromtreibende Energiequelle sich findet, kann ihr 
auch keine direkt in Wärme umzusetzende Energie entnommen 
werden. Dort ist also A = und wird daher die Gleichung 8n 
auch erfahrungsmässig bestätigt. 

Um durchwegs dieselben Variablen zu haben, empfiehlt 
es sich, auch in den Gleichungen 4 resp. 5n anstatt F, G, -ff die 
Grössen P, Q,E einzufuhren, indem man jede dieser Gleichungen 
nach t differenzirt; dies liefert: 



Dn) 



da dB dO dß dP dB 

n n ^n rn ^ w n 

^ dt ~~ dy dx ' ^ dt '^ dx dx 

dTn dQn dPn 



dt dx dy 

Wir hätten die Gleichungen Cn auch direkt aus dem Hamil- 
ton 'sehen Principe finden können, wenn wir in Gleichung 6 
unter SF.dr die Gesammtarbeit verstanden hätten, welche 
alle in rfr wirksamen Kräfte bei Veränderung von F, G, H 
um 8F^ SG und SH leisten. Statt SFdr wäre dann in 
Gleichung 6 zu setzen gewesen die Summe folgender Ar- 
beiten: 1. der Arbeit der elektrotonischen Kräfte: 

^^^(f L J' 

2. der Arbeit der Widerstandskräfte: 

drC{FSF+ QSG + RSH), 
endlich 3. der Arbeit der äusseren elektromotorischen Kräfte : 

dr C(XSF+ YSG + ZdH), 
so dass die Gleichung 6 gelautet hätte: 
ffdTdt[K{PSP+ QSQ + BSE) - (x{aSa + ß8ß + ySy) 
- 4 TT C\{P + X)8F+{q+Y)SG + [R + Z) SEC]] = 0. 
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Durch genau dieselbe Methode der partiellen Integration, 
welche wir früher auf das unvollständige Integrale angewendet 
haben, hätten wir aus diesem Integral direkt die Formeln Cn 
erhalten können. 

Die vier Gleichungen A, B, C und D sind die einzigen, 

welche wir später verwenden werden. Wir haben sie deshalb 
mit lateinischen Buchstaben bezeichnet und werden sie kurz 
die Maxwell' sehen Fundamentalgleichungen nennen. Dazu 
kommen noch die Gleichungen E und F, welche die ent- 
wickelte Wärme und die von den äusseren elektromotorischen 
Ej:äften geleistete Arbeit bestimmen. Gleichungen, welche die 
Peltier- Wärme, die hydro- und thermoelektromotorischen Kräfte 
und vieles ähnliche genauer definiren, wollen wir als specielle 
Fälle vorläufig nicht weiter in Betracht ziehen. 



Zweite Vorlesung. 



§ 3. Betrachtung der Gleichungen als bloss 

empirisch gegeben. 

Legt man auf die gegebene mechanische Ableitung dieser 
Gleichungen kein Gewicht, so kannmansich auch noch der Hertz '- 
sehen Methode bedienen. Man schreibt diese sechs Gleichungen 
einfach hin und bemerkt, dass ihre beste Begründung darin 
besteht, dass daraus sämmtliche Phänomene in richtiger Weise 
folgen. Man hat sich dann jedenfalls von jeder Hypothese 
freigehalten. Freilich muss dann eine bestimmte Definition 
der Grössen P, 0, R vorausgeschickt werden. 

Wir betrachteten dieselben alsGeschwindigkeitscomponenten 
einer zwar unbekannten, aber doch wirklich existirenden Be- 
wegung. Hertz dagegen definirt sie als die Kräfte, welche 
auf die Elektricitätsmenge Eins wirken würden, wenn diese 
an die betreflfende Stelle in das Feld gebracht würde. Eine 
solche Definition hat in der Fernwirkungstheorie nichts Be- 
denkliches, da man ja nach dieser in jedem Punkte Elektricitäts- 
mengen hineinbringen und wegnehmen kann, ohne Position 
und Geschwindigkeit der übrigen zu ändern. Nach der 
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Maxweir sehen Theorie kann dies jedoch nicht ohne Aende- 
rung der ganzen Umgebungjgefcchehen. 

Schon in dem einfachen Falle, dass man die Hertz 'sehe 
Definition anwenden will, um P im Innern eines durchströmten 
Leiters aufzusuchen, hören, sobald man das hierzu erforder- 
liche Loch gebohrt hat, im Innern des Loches alle elektro- 
motorischen Kräfte auf. Bohrt man aber so schnell und bringt 
die Elektricitätsmenge Eins so schnell hinein, dass dadurch 
der Zustand der Umgebung nicht geändert^iyird, so ist wieder 
Gefahr vorhanden, dass sich auch die elektrische Wirkung 
noch gar nicht im Innenraum des Loches bis zur Elektricitäts- 
menge Eins fortgepflanzt hat und so die Hertz'sche Definition 
von P, 0, B illusorisch wird. 

Ausserdem muss noch bewiesen werden, dass in dieser 
Definition kein Widerspruch mit dem aufgestellten Ausdrucke 
für die Energie liegt, da ja nachher aus diesem nochmal be- 
wiesen werden kann, dass auf die Elektricitätsmenge Eins die 
Kräfte P, Q, B wirken, was schon ursprünglich als Definition 
angenommen wurde. 

Noch eins sei bemerkt. Die Elektricitätsmenge Eins wird 
später selbst wieder durch P, Q, B definirt, indem 



471; \dx dy dx,) 



die Definition der Dichte der freien, und 
15n J.r^^ + ^) + ^Sl 

4nl dx dy dx J 

die Definition der Dichte der wahren Elektricität ist. Femer 
beweist Hertz später aus den Gleichungen, dass in grossen, 
ja in den meisten Bäumen beide Ausdrücke verschwinden. Was 
hat es nun für eine Bedeutung, in solchen Bäumen P, Q, JB 
als die Kräfte zu definiren, die auf eine hineingebrachte 
Elektricitätsmenge wirken würden? Das heisst, die wirken 
würden, wenn daselbst diese Ausdrücke nicht überall Null 
wären, wenn also die betreffenden Gebiete ganz andere Eigen- 
schaften hätten. Man müsste vielmehr sagen: Um mit der 
Erfahrung in Uebereinstimmung zu bleiben, identificiren wir 
jetzt den Ausdruck 15 n mit der wahren Elektricität, die wir 
schon firüher als erfahrungsmässig gegeben in die Definition 
aufnahmen. 
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Vielleicht würde es genügen, P, Q, S bloss als Com- 
ponenten eines Vektors zu definiren, welcher in jedem Volum- 
element dr des Mediums eine Energie bedingt vom Betrage 



dT{^{P^+Q^ + B^) + 



8n^ ' 8nfi 




t \i 



+ 



J dx J dx I \jäx J dy ^ 

•00 — 00 / V^OO — 00 



Bloss von dieser letzteren, wenn auch etwas bestimmter mecha- 
nisch präcisirten Definition auszugehen, war die Tendenz der 
ersten Vorlesung. 

Die magnetischen Kräfte a, b, c oder a, ß, y noch be- 
sonders als Kräfte, die auf einen Magnetpol Eins wirken, zu 
definiren, halte ich jedenfalls für überflüssig. Sie sind vermöge 
der Gleichungen 4 und Dn bereits durch P, 0, J? definirt, 
wenn man dazu noch die Annahme nimmt, dass sie vor sehr 
langer Zeit Null waren. Dass sie den Kräften proportional 
sind, welche auf einen Solenoidpol wirken, kann dann später 
aus den Gleichungen bewiesen werden. Stahlmagnete sind 
dann als Körper aufzufassen, in denen unbekannte kleine Ströme 
fliessen. 

Ich will hierdurch selbstverständlich keineswegs den hohen 
Werth der Hertz'schen Darstellung in Abrede stellen, sondern 
nur zeigen, wo deren logische Schärfe noch der Ergänzung 
zu bedürfen scheint. 



§ 4. Elektrostatisches Maasssystem. 

Legen wir eine bestimmte mechanische Analogie zu Grunde, 
so werden die Grössen der vorigen Vorlesung mechanisch de- 
finirt sein, und wir werden sie am zweckmässigsten in ihrem 
natürlichen, d. h. dem dieser mechanischen Analogie ent- 
sprechenden Maasse messen. In dem einfachsten Falle z. B., 
wo F, Gy H Verschiebungen sind, haben P, Q, R die Dimensionen 
einer Geschwindigkeit, K aber die einer Dichte, a ist eine 
Zahl, daher v eine durch ein Volum dividirte lebendige Kraft. 
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Bezeichnet man daher mit /, m und t die Dimensionen der 
Länge, Masse und Zeit, so haben wir folgende Gleichungen, 
in denen die eckigen Klammern ausdrücken, dass sie sich nur 
auf die Dimensionen beziehen: 

Dies sind also dann die Dimensionen in einem bestimmten 
natürlichen Maasssysteme. 

Allein, da uns die mechanische Analogie nicht erfahrungs- 
mässig gegeben ist, so können wir die Messung in diesem 
Maasssysteme nicht praktisch ausfähren, und selbst die Dimen- 
sionen würden bei Anwendung einer anderen Analogie andere. 
Für die Praxis ist es daher nothwendig, dem Maasssysteme 
solche Grössen zu Grunde zu legen, welche der experimentellen. 
Bestimmung zugänglich sind. Solche sind die Verhältnisse der 
Grössen K für verschiedene Körper, ebenso die der Grösse fi. 
Bezeichnen wir daher die Werthe von K und fi für irgend 
einen Körper (den Standardkörper) mit Ki und jitj, so können 
wir die Verhältnisse: 

11) K:Ki = D, fiifi =M 

experimentell bestimmen. Als Standardkörper können wir Luft, 
aber auch jeden beliebigen anderen zu Grunde legen. 

Praktisch bestimmbar sind femer die vier Energiedichten 
T, V^ r, W. Aus der Bestimmbarkeit der beiden ersten folgt, 
dass die sechs Grössen P«/^, 6nV^> ^n]/^, cCn^, ßn^lJ^y 
YnYih ^^s der der beiden letzteren, dass auch die Grössen 
CJK, XyZ; YfK und ZfK bestimmbar sind. Wählt man 
endlich einen Isolator, wo C gleich NuU ist, als Standard- 
körper, und betrachtet dort Stellen, wo keine äusseren elektro- 
motorischen Kräfte wirken, wo also X= r=^=0 ist, so 
ist, wie man leicht aus der Form der Gleichungen sieht, 
1 / yÄifÄi die ebenfalls experimentell bestimmbare Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wellen. Wäre der 
Standardkörper ein Leiter, so wäre daselbst Ij^Kifii eben- 
falls, wenn auch comphcirter experimentell bestimmbar. 

Setzen wir also: 

12) -J- = i;, y==^, 
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80 sind auch L und H experimentell bestimmbare Grössen. 
Für die Variabein P, Q, Ä, X, T, Zy a, ß, y erhalten wir alsdann 
ein YoUständig neues Maasssystem , welches wir das elektro- 
statische nennen wollen. Da wir dieses Maasssystem im folgen- 
den immer anwenden werden, so wollen wir die darin ge- 
messenen Werthe einfach ohne Index schreiben und erhalten 
daher die folgenden ebenfalls experimentell bestimmbaren 
Grössen: 



13) 



\T^P^^^K,, q^OnfKi, R^R^fK^, 
X^X^fKi, Y^Y^fK^, Z^Z^fK,, 



Da in dem einfachsten natürlichen Maasssysteme die Di- 
mensionen durch die Gleichungen 10 gegeben sind^ so folgt 
aus den Gleichungen 13, dass im elektrostatischen Maasssysteme 
P die Dimensionen: 

14) [P] = /^-i .mi/-i = mi/-*^-i 

hat. Dieselben Dimensionen ergeben sich ffSa: Q, R, X, Y, Zj 

«» ßy y- 

Führt man in die Gleichungen der Torigen Vorlesung 
statt der im natürlichen Maasssysteme gemessenen Grössen die 
im elektrostatischen Maasse gemessenen ein, so erhält man 
die folgenden Gleichungen, die sich natürlich nur durch die 
Werthe der Constanten unterscheiden und die wir mit der 
gleichen Ziffer oder dem gleichen Buchstaben , jedoch unter 
Weglassung des Index n bezeichnen wollen. 



A) 



B) 



O 7» 



Sn 



C) 






dt 



— ^ __ Al _ 



D dQ 



dx 
df 



dy 
da 



An^{P + X) 



H dt 
D dR 



= ^-^-4^^(0 + 1^ 



dx 
da 



^ dt dy 

Boltimann, Yorlesimgen, II. 



dx> 

dß 
dx 



4«^(Ä + ^ 
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M 


da dR dQ 


H 


dt dy dx 


M 


dß _ dP dB 


V 


dt dx d a: 


M 


dr _ dQ dP 



D) 



^ dt dx dy ' 

E) r= ^ - L{XP+Yq + ZR), 

F) r= ^ + L{P^+ q^+ R^), 

^^ H ^ ■" dy dx ' ^ P " dx dx ^ V^ '' dx dy ^ 

8) r=i(P8+Qa+Ä2)^ 

9) r= -ZiXP+re + ^Ä). 

Natürlich ist hierbei auch 

P^F^fK^, G^G^fK,, H^H^fK, 

gesetzt worden. 

Für den Magnetismus ist dieses Maasssystem das einzig 
übliche. Für die Elektricität dagegen ist auch noch ein an-^ 
deres gebräuchlich. Wir behalten uns daher vor, statt 
P, Q, Ä, X, YZ noch andere Grössen einzuführen, die sich^elbst^ 
verständlich nur durch einen experimentell gegebenen constanten 
Faktor davon unterscheiden können. Hierdurch werden natür- 
lich dann auch die Constanten der Gleichungen entsprechend 
geändert.. 

Ist uns der Standardkörper nicht bekannt, so kann f&r 
einen beliebigen Körper, aus ^ bloss iT i^«^ und ^ dann aus F^. 
die Grösse C / K ^ {C / Ki).{KilK) =: Z/D bestimmt werden. 
Dies ist also eine üonstante des Körpers selbst; man erkennt 
dies auch aus den beiden Gleichungen . und D , welche Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit und Absorption der elektrischen 
Schwingungen durch H und Z / D ausdrücken. ^) Nur wenn 
ausser dem betreffenden Körper auch noch der Standardkörper 
gegeben ist, ist P„ im ersteren Körper in dem dem Standard- 
körper entsprechenden elektrostatischen Maasse, also auch 
ZjP«* bekannt; es kann daher i = C/Zi auch für den ersteren 
Körper bestimmt werden oder noch einfacher, da D bekannt 



^) VergL Cohn, Berl. Ber. 26, S. 405, 1889; Hertz, G^. Abb. 
S. 218. 
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ist, aus der Constanten LJl) des ersteren Körpers L für 
diesen gefunden werden. 



§ 5. Grenzbedingungen für die Trennungsfläche 

zweier Körper. 

Aus den Gleichungen C und D können wir nach dem 
früher erwähnten Principe der Continuität der Uebergänge 
ohne Weiteres die Grenzbedingungen für die Trennungsfläche 
zweier Körper ableiten, falls in diesen selbst keine unendlichen 
äusseren elektromotorischen Kräfte ihren Sitz haben. 

Wir zeichnen ein unendlich kleines Jäechteck mit den 
Seiten b und ^ auf der Trennungsfläche. Dieses Flächen- 
element do = 6,^ der Trennungsfläche betrachten wir nicht 
als mathematische Fläche, sondern als ein Parallelepiped von 
von der Basis s ^ und der Höhe S. Eine nothwendige Voraus- 
setzung für die Ableitbarkeit besteht nun darin, dass die 
Dicke S der Trennungsschicht so klein ist, dass sich Längen 
denken lassen, die sehr gross gegenüber S sind, aber noch 
immer als Differenziale betrachtet werden können. Diese Vor- 
anssetzimg hat ihr Analogen überall in der mathematischen 
Physik, wo immer man Volumelemente construirt, die gross 
gegenüber den Dimensionen eines Molecüls sind, aber selbst 
noch als Differenziale betrachtet werden können. Solche Längen, 
gross gegenüber S, aber noch immer unendlich klein, sollen e 
und ^ sein. 

Wir legen zunächst den Coordinatenanfangspunkt in eine 
£cke des Parallelepipeds Se^, die Abscissetiaxe parallel zu 8, 
die y- und 2:-Axe parallel zu s resp. f. Für jeden Punkt 
mit den Coordinaten x, y, z im Linem des Parallelepipeds 
sollen die Gleichungen D gelten, deren zweite lautet: 

M_dß_ dP dB 
^ dt "" d% dx 

Wir können nun im Innern des Parallelepipeds 8b^ ein 
Parallelepiped dxdydz construiren, wobei dxy rfy und dz 
wiederum unendlich klein gegen 8 sind. Die letzte Gleichung 
multipliciren wir mit dxdydz und integriren über das gäiize 
Parallelepiped ^ef. Dies liöfert: 

2» 
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10a) { *^*^*' ^^ -^^ 

+jjdydz{2t^-S„) = 0. 

Das erste Integral kann auch so geschrieben werden: 



wobei Mdßjd t irgend ein Mittelwerth aller Mdßjd t ist. Ebenso 
kann das zweite nnd dritte Integral in der Form geschrieben 
werden (Pj — P^ySe resp. (Äj — -ß^j)«^. Da nnserer Annahme 
gemäss Jf, a, /9, /, P, Q, Ä und daher auch deren DiflFerential- 
quotienten nach der Zeit nirgends unendlich gross und S un- 
endlich klein gegenüber e und ^ ist, so Uefem die beiden ersten 
Integrale der Gleichung 10 a durch «J dividirt, noch immer 
verschwindendes. Daher muss auch der Werth des letzten 
Integrales, durch e^ dividirt, noch unendlich klein sein und 
man erhält: 

^ = A) • 

E^ ist ein Mittelwerth aller Werihe, welche R auf der 
einen (der positiven Abscissenrichtung zugewendeten) Seite des 
Parallelepipeds Se^ hat. Wenn die Function R ausserhalb 
des Parallelepipeds continuirlich ist, können wir daher einfach 
dafür R^, den Werth von R auf der betreffenden Seite der 
Trennungsschicht, setzen. Ebenso f&r R^ den Werth R^ von 
R auf der anderen Seite der Trennungsschicht. 

Vertauscht man die y- und z-Axe und stellt man dieselben 
Betrachtungen für ß und y an, so erhält man: 

l Ä = Ä » n = /o • 
Steht die Trennungsfläche beliebig und ist n ihre Normale 
an der betreffenden Stelle, so muss die Bedingung 

(^1 - ^o) cos (Tx) + (Ol - 0,) cos (Ty) + (Ä, - R^) cos {Tz) = 

für jede Gerade T erfüllt sein, deren Richtungscosinus der 
Gleichung: 

cos (Tx) cos (w x) + cos {Ty) cos {ny) + cos {Tz) cos (n z) = 
genügen. Setzt man zuerst einen der drei Winkel zwischen T 
und einer Coordinatenaxe gleich 90, so folgt: 



I '^i = Oo > ^ = -'^o 

») 
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^ co8(9»a;) cos(f»y) ooB(n«) 

und ebenso: 



^) 



«1 -«0 _ A - fe _ n - fo 



cos (n x) cos (ra y) cos (n «) 
Aus den drei Gleichungen D folgt: 

d r diMa) d(Mß) rf(3fy) l _ ^ 
rf^L da; "^ dfy "^ dx i'^^' 

£ine ähnliche Gleichung folgt aus den Gleichungen C, M und 
D sind dabei als mit der Zeit nicht veränderlich vorausgesetzt. 
Wählen wir daher zunächst wieder die Normale zu einer 
Fläche sehr raschen üebergangs zur x-Axe^ so ergiebt sich 
hieraus: 

Für den Fall, dass in der zur Abscissenaxe senkrechten 
Trennungsschicht nur X unendlich, aber fXdx = ^p^, endlich 
bleibt, ändern sich die Gleichungen 9^I a, ßj y nicht, für die 
elektrischen Kräfte aber erhält man: 

d(Pxt 



<) 



Ol - Oo = 



dy 



^1 ^0- dx 



Uebrigens glaube ich, dass man diesen Fall immer ausschliessen 
kann, wenn man die experimentell nicht constatirbare Span- 
nungsdifferenz reiner Metalle gleich Null setzt, wo aber elektro- 
motorische Kräfte thätig sind, z.B. an der Contactstelle zwischen 
Zn und SO^H^, ihren Spielraum auf eine Schicht ausgedehnt 
annimmt, die zwar immer noch dünn, aber doch sehr dick 
gegenüber der oben betrachteten eigentlichen Trennungsschicht 
der beiden Körper ist. 

Wäre die Normale nicht der ir-Axe parallel, so hätte in 
obigen Formeln überall die Componente in der Normalrichtung 
an Stelle der in der Abscissenrichtung zu treten. 



>) Vgl. Hertz, Ges. Abh. p. 222. 
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§ 6. Begriff der wahren und neutralen Elektricität. 

Bild behufs Veranschaulichung der Integrale obiger 

Gleichungen. Erster Zug des Bildes. 

Mit den Annahmen, deren wir zur Erklärung des Elektro- 
magnetismus bedürfen, sind wir hiermit vollständig zu Ende. 
Alles Folgende enthält nur Consequenzen dieser Annahmen, 
also Folgerungen aus den Gleichungen, zu denen sie führten. 
Zur Versinnlichung dieser Consequenzen werden wir vielfach 
neue mechanische Bilder zuziehen; doch bemerken wir schon 
hier, dass wir diese bloss zur Versinnlichung dienenden Bilder 
von der mechanischen Grundlage der Theorie wohl unter- 
schieden wissen wollen. 

Wer unter einer mechanischen Theorie überhaupt nur ein 
Analogen versteht, wird in dem bisher Vorgetragenen wohl 
auch nur ein Bild erblicken; aber doch bleibt der Unterschied 
zwischen der mechanischen Grundlage der Theorie und den 
zur Versinnlichung einzelner Consequenzen derselben dienenden 
Bildern bestehen. 

Einen Körper, in welchem L einen verschwindenden Werth 
hat, also Jv = gesetzt werden kann, nennen wir einAi Isolator. 
Sind daselbst zur betrachteten Zeit zudem auch keine äusseren 
elektromotorischen Kräfte thätig, so werden auch X, J", Z nicht 
in solcher Weise unendlich, dass die Produkte Z X, X Z, LZ 
von Null verschieden ausfielen und man erhält, wenn man von 
den Gleichungen C die erste nach x, die zweite nach y, die 
dritte nach z partiell differenzirt, addirt und wieder, da wir die 
ponderabeln Körper als unbewegt und mit der Zeit unveränder- 
lich betrachten, JD als unabhängig von t voraussetzt: 

dtV dx "*■ dy "^ d* J - "• 

Die Grösse in der eckigen Klammer kann sich also mit der 
Zeit nicht ändern. Wäre sie zu Anfang gleich Null, so bliebe 
sie, so lange an der betreffenden Stelle selbst keine äusseren 
elektromotorischen Kräfte thätig sind, immer gleich Null; hat 
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sie di^egen dureh früher thätige elektromotorische Kräfte einen 
?on Null verschiedenen Werth angenommen^ so bleibt derselbe, 
so lange er nicht durch neuerdings thätige äussere elektromoto- 
rische Kräfte vernichtet oder verändert wird, em far alle Mal 
jE^stgenagelt. 

Man kann sich die Sache, wenn man will, so vorstellen, 
fis ob der Isolator durch die Wirksamkeit der äusseren 
elektromotorischen Kräfte mit einem Fluidum erfüllt worden 
wäre, dessen Dichte in irgend einem Volumelemente 

ist, und als ob dieses Fluidum in dem betreffenden Isolator 
Yollkommen unbeweglich wäre; e^dr ist die mit der Zeit un- 
yeränderliche Menge des im Yolumelemente dv enthaltenen 
Eluidums. 

Wir woUen e^fdr als die wahre, im Volumelemente dr 
enthaltene Elektricität, e^ als deren Dichte bezeichnen. Den 
Index lassen wir, wo keine Verwechslung zu befurchten ist, weg. 
Da die rechte Seite der Gleichung 15 ebensogut negative als posi- 
tive Werthe haben kann, so werden wir uns die Sache besser 
so vorstellen, dass schon im normalen unelektrischen Zustande 
jedes Volumelement dr eine grosse Menge mdr dieses Fluidums 
enthält, welche wir dessen neutrale Elektricität nennen, und 
dass sdr bloss den Ueberschuss resp. Unterschuss über dessen 
neutrale Elektricität bedeutet, m heisst dann die Dichte der 
neutralen Elektricität, welche im Isolator bei Abwesenheit 
äusserer elektromotorischer Kräfte ebenfalls vollkommen fest- 
genagelt ist. 

Die Elektricität betrachten wir daher als ein bloss zur 
Versinnlichung der Integrale gewisser Gleichungen dienendes 
Gedankending im Gegensatz zum Aether, den wir for etwas 
materielles halten. 

Die bisher vorgetragene Anschauungsweise ist die so- 
genannte unitarische. Sie reicht in aUen Fällen aus und ist 
die einfachste. Sie lässt aber in eiaigen Punkten eine gewisse 
Dunkelheit bestehen. Ich will daher lieber hier die allerdings 
oomplicirtere dualistische Anschauungsweise adoptiren, da mir 
. in derselben die Dunkelheiten auf ein Minimum reducirt 
[ scheinen. Da wir hier nicht mit wirklichen Stoffmengen, son- 



■ 

1 
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dem mit blossen G-edankendingen operiren, so ist dies Gte- 
schmackssache und ich ziehe eine grössere Complication dem 
Fortbestehen der leisesten Unklarheit vor. 

Nach der dualistischen Anschauung giebt es zweierlei 
Mektricitäten«, die positiye und die negative. E2in Quantum 
der ersteren wird immer mit positivem , eines der letzteren 
mit negativem Zeichen bezeichnet. Im neutralen Zustande soU 
in jedem Volumelemente ^r die Menge: 

mdT 
2 

positiver und 

mdi 
2~" 

negativer Elektricitat enthalten sein. Enthält dagegen das 
Volumelement if r die wahre Elektricitätsmenge adr, so stellen 
wir uns vor, dass darin die Menge: 

w + « , 
— :: — dr 



positiver und 

m — 8 



dr 



negativer Elektricitat vorhanden ist. Die neutrale Elektricitat 
ist also die Summe der Absolutwerthe aller darin enthaltenen 
Elektricitätsmengen ohne Bücksicht auf das Zeichen: 






was wir immer kurz Summe der Absolutwerthe nennen wollen. 
Die wahre Elektricitat dagegen ist die Summe aller Elektrici- 
tätsmengen mitßücksicht auf ihr Zeichen (algebraische Summe): 



—2 ä-)''^- 



Im vollkommenen Nichtleiter ist also alle positive und negative, 
sowohl neutrale ab auch wahre Elektricitat vollkommen fest- 
genagelt. 

Der Nutzen unseres Bildes spring^ noch mehr in die 
Augen, wenn wir zu dem Falle übergehen, wo L, X, Y, Z, 
von NuU verschieden sind. Dann erhalten wir, wenn wir von 
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den Gleichungen C die erste partiell nach Zy die zweite partiell 
nach y, die dritte partiell nach z differenziren und addiren: 

da^ dL(P + X) dLiP+Y) dL{P + Z) ^ 
' dt * dx dy dx 

Die allgemeine Integration dieser Gleichung ist selbst für die 
einfachsten Verhältnisse weitschweifig und schwierig; es ist 
daher ein sehr günstiger Umstand, dass sich ihre Bedeutung 
durch die schon erwähnte symbolische Vorstellungsweise un- 
gemein leicht interpretiren lässt. 

Wir stellen uns vor, als ob in dem jetzt betrachteten 
Falle die Elektricität im Innern der Körper strömen würde, 
und zwar die in dem Volumelemente dr enthaltene positive 
Elektricität mit einer Geschwindigkeit, welche in den drei 
Coordinatenrichtungen die Componenten: 

17) u' = ^{P+X), v'^^{Q+Y), u,' = ^{B + Z) 

hat, die negative mit genau gleicher, aber entgegengesetzt ge- 
richteter Geschwindigkeit. Durch ein beliebiges Flächen- 
element do im Innern eines beliebigen Körpers tritt also 
während der Zeit dt die Menge 

18) z^!^{S+N)dodt 

positiver Elektricität von der einen Seite (s^) gegen die andere 
(«,) hindurch. Dabei ist n die von s^ gegen s^ hin gezogene 
Normale zu do. 

^ I iV = Pcos {nx) + Q cos (»y) + H cos (w z), 

\ iS = Xcos (n x) + jTcos (ny) + ^cos (« z) 

sind die Componenten der Vektoren (P, Q, R) und (X, Y, Z) 
in der Bichtung n. Durch dasselbe Flächenelement do geht 
in derselben Zeit (f ^ die negative Elektricitätsmenge: 

-L^^{,8 + N)dodt 

in der entgegengesetzten Bichtung. Die algebraische Summe 
aller Elektricitätsmengen, welche während der Zeit dt m der 
Sichtung, nach welcher die Normale n gezogen wurde, durch 
das Flächenelement do gehen, ist also: 

20) aydtdo^ L[S+ N)dtdo. 
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F&llt n mit 4er Strdmungsricbtoag d^ nentralen Elektricitat 
zusammen y so geht w in das über, was man die gesammte 
Stromdichte 

Q = yp^ + q^ + r« 

nennt; deren Componenten in den drei Coordinatenrichtungen 
aber erhält man, wenn man n mit der betreffenden positiven 
Goordinatenaxe zusammenfallen lässt. Diese Componenten 
sind also: 

21) p = mu' = Z{P+X), q = mv=Z{Q+r), r=^mw' ^L{R+Z). 

Constniiren wir daher ein Parallelepiped, von dem drei 
aneinanderstossende Kanten die Längen dx, dy, dz haben 
und den Goordinatenrichtungen parallel sind, so strömt durch 
die der negativen Abscissenaxe zugewandte (linke) Begrenzungs- 
fläche desselben während der Zeit dt die positive Elektricitats- 
menge 

L^^{P+S^dydzdt 
ein, die negative Elektricitätsmenge 

aus. Die algebraische Summe aller einströmenden Elektricitat 
ist also, wenn man ausströmende als negative einströmende zählt: 

L{P+X)dydzdt. 

Ebenso findet man für die algebraische Summe der durch die 
vis ä vis liegende Begrenzungsfläche des Parallelepipeds aus- 
strömenden Elektricitat den Werth: 

L{P+X)dydzdt + ^J^i^±^dxdydzdt 

Da dasselbe auch von den beiden anderen Coordinatenaxen 
gut, so ist die algebraische Summe der gesammten Elektrici- 
tätsmenge, welche aus den Parallelepiped während der Zeit d t 
mehr aus- als in dasselbe eingetreten ist: 

^ l dx ^ dy ^ d% ^ 

Dabei ist jede eingetretene negative und ausgetretene positive 
mit positivem, dagegen jede ausgetretene negative und ein- 
getretene positive mit negativem Zeichen gezählt. Dies muss 
also die Verminderung ^ de dr der m dr enthaltenen wahren 
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Elektricität (der algebraischen Summe aller daselbfit befind- 
lichen Elektricität) währei\d der Zeit dt darstellen. Wir er- 
halten also genau die Gleichung 16. Die Fiktion eines d^- 
artigen Fluidums ist daher ein willkommener Behelf, uns die 
wahre Bedeutung dieser Gleichung und den Verlauf der durch 
sie ausgedrückten Erscheinungen zu veranschaulichen. 

Die Summe der Absolutwerthe aller m dr enthaltenen 
Elektricität, also die daselbst enthaltene neutrale Elektricität, 
wächst demnach während dr um den Betrag: 

m \^ dx dy dx y 

Da wir m immer als gross gegen 6 Yoraussetzen, ist dieser Be- 
trag klein gegen die ursprünglich in dr enthaltene neutrale 
Elektricität mdr, und wir müssen unser Bild durch die An- 
nahme veryoUständigen, dasis die in dieser Weise bewirkte 
kleine Aenderung der neutralen Elektricität an den verschie- 
denen Stellen des Baumes sich rasch wieder ausgleicht, ohne 
zu beobachtbaren Erscheinungen Veranlassung zu geben, 
üebrigens werden wir sehen, dass c im Innern der Leiter, wo 
allein bemerkbare Strömung stattfinden kann, nur während 
verschwindend kurzer Zeit einen von Null verschiedenen 
Werth haben kann, dass also einer der Faktoren L oder 6 
immer verschwindet, so dass diese Anhäufung neutraler Elek- 
tricität bei beobachtbaren Erscheinungen überhaupt aus- 
geschlossen ist. 

§ 7. Zweiter Zug des Bildes. 

Wir können uns die fingirte Bewegung der neutralen 
Elektricität noch weiter durch die Vorstellung versinnlichen, 
dass sie durch äussere Kräfte erzeugt werde. Die einfachste 
Annahme ist dann, dass die neutrale Elektricität sich mit 
grosser, ihrer Geschwindigkeit proportionaler Reibung bewegt, 
so dass ihre Geschwindigkeit der auf sie wirkenden Eraft pro- 
portional ist. Wäre also x die Kraft, welche auf die Mengen- 
einheit der positiven Elektricität wirkt, |, ri, f deren Compo- 
nenten in den Coordinatenrichtungen, so müssten diese pro- 
portional den Grössen P+X, Q + T, R + Z sein, so dass 
man hätte: 
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Vergleicht man dies mit den Gleichungen 17, so ergiebt 

sich der Proportionalitatsfaktor zwischen der Geschwindigkeit 

der neutralen Mektricität und der Kraft, welche auf deren 

Mengeneinheit wirkt, gleich 

L 

mB 

und es ist: 

mB ^ ^ mB * ^ mB ^ 

XTm £ zu bestimmen, müssen wir die in imserem Bilde 
durch Beibung der neutralen Elektricitat entwickelte Wärme 
mit der wirklich entwickelten vergleichen. Experimentell voll- 
kommen klar gestellt sind bisher nur die Vorgänge an den- 
jenigen Stellen, wo keine äusseren elektromotorischen Kräfte 
wirken. Betrachten wir also zunächst nur solche Stellen, 
setzen also: 

und yemachlässigen zudem € gegen m. Dann ist im Volum- 
elemente dr einfach die positive Elektricitätsmenge 

mdr 
2 

und die gleiche negative Elektricitätsmenge enthalten; jede 
bewegt sich mit der Geschwindigkeit u', erstere in der posi- 
tiven, letztere in der negativen Abscissenrichtung; auf jede 
wirkt in derEichtung ihrer Bewegung die Kraft m^dr j2j so 
dass im Volumelemente dr in. der Zeit dt in unserem Bilde die 
Arbeit: 

mdtdT[^u+riv+^w) = dtdTBL{P*+ Q^ + R^ 

durch Ueberwindung der Beibungskräfte in Wärme verwandelt 
wird. Andererseits fanden wir für die Joule'sche Wärme die 
Gleichung 8. Damit beide übereinstimmen, müssen wir setzen: 

5=1. 
An den Stellen der Wirksamkeit äusserer elektromoto- 
rischer Kräfte, also wo X, ¥, Z von Null verschieden sind, 
würde durch Beibung des elektrischen Fluidums die Wärme: 

mdtdrii ^' + Vv+^ m?') = dtdTL[{P +Xf + {q+Tf + {B + ^«] 

entwickelt werden, was mit der Gleichung F nur übereinstimmt, 
wenn wir dem A den Werth 102 (vgl. Vorl. 14 § 30) ertheüen. Um 
andere Werthe von A in unserem Bilde darzustellen, müsste 
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man eine neue Hypothese hinzufügen, z. B. die einer be- 
sonderen Anziehung der ponderablen Moleküle gegen die elek- 
trischen Fluida an den Stellen der Wirksamkeit äusserer 
elektromotorischer Kräfte. Doch wollen wir hiervon um so 
mehr absehen, als die betreffende Lücke auch in der Max- 
well 'sehen Theorie noch nicht ausgefüllt ist 

Unter den gemachten Voraussetzungen und Einschrän- 
kungen liefert unser Bild auch den Energieumsatz in richtiger 
Weise. Es ist dann: 

22) ^=^P+X, fi^q+T, ^^R + Z. 

Wir bezeichneten die algebraische Summe aller Ellektricil&t, 
welche in der Zeiteinheit durch eine senkrecht zur or-, resp. 
y- oder jzr-Axe gelegte Fläche vom Querschnitt Eins hindurch- 
geht, als die betreffende Gomponente p, resp. q oder r der 
Stromdichte und die algebraische Summe aller Elektricität^ 
welche in der Zeiteinheit durch eine beliebige Fläche vom 
Querschnitt Eins hindurchgeht, als die Gomponente w der 
Stromdichte senkrecht zu dieser Fläche; wenn aber die Fläche 
senkrecht zur Stromrichtung ist, als die gesammte Strom- 
dichte Si. Für alle diese Grössen folgt also aus den Glei- 
chungen 21: 

23) - r = Li = L(B + Z), (o^L(8 + N), 

ß = if/^ = ^y^i* + ^1* - 2iVi Äj cos(iVi S^j 

wo fj, i\^ und 8^ die Längen der Vektoren (|, iy, J), (P, Q, R) 
(X, Y, Z) sind. Die Gleichung 16 besagt, dass der Zuwachs 
der wahren Elektricität in jedem Volumelemente gleich sein 
muss der Menge neutraler Elektricität, welche mehr ein- als 
ausströmt. Dasselbe muss auch von einem beUebigen end- 
lichen Eaume Ty der von einer beliebigen geschlossenen Fläche 
umgrenzt ist, gelten. Die darin enthaltene wahre Elektricität 
ist fedr^ wo die Integration über den ganzen Baum 1 zu 
erstrecken ist. Die während der Zeit dt eintretende neutrale 

Elektricität ist: 

d tf(o do , 

wo die Integration über die Begrenzungsfläche des Baumes T 
sich erstreckt und die Normale n nach innen zu ziehen ist. 
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Es ist also: 



^f^dr^fmdo, 



d 
öder, welin man die Werthe substituirt: 

24) J 4ndtJ [ dx '^ dy '^ dx \ 

\=fdoL[{P+X)cos{nx)+{Q + r)coQ{ny)+{E+Z)coB{nz)']. 

Da in einem Isolator, in dessen Innern keine elektro- 
motorischen Eräfte wirken, sowohl die wahre als auch die 
neutrale Mektricität vollkommen festgenagelt ist, so folgt un- 
mittelbar, dass in einem Systeme von Körpern, welches rings 
von einem derartigen Isolator umgeben ist, die gesammte 
Quantität der wahren Elektricität weder vermehrt noch ver- 
mindert werden kaim, dass also z. B. im ganzen Universum 
immer genau gleich viel positive wie negative Elektricität er- 
zeugt werden muss. Die Gleichung 24 kann natürlich auch 
ohne unser mechanisches Bild durch partielle Integration aus 
der Gleichung 16 abgeleitet werden. 

Wir sahen, dass man P, Q, B, X, Y, Z auch in einem an- 
deren Maasssysteme messen kann. Wir bezeichnen die in 
einem beliebigen Maasssystem gemessenen Grössen mit dem In- 
dex Ä. Dann ist, wenn wir init h eine beliebige Constante 
bezeichnen, zu setzen: 

XHJh, Y^Ynjh, Z=Znlh. 

Die Ainnahme der letzteren drei Substitutionen empfiehlt sich, 
damit' X, Y, Z wieder einfach zu P, Q, R addirt erscheinen. Die 
Gleichungen A und' D gehen dann über in: 

Ah) T^'-^[Pn^+q^'+Rn% 

(hM <^« __ d^h ^Qh hM dß _ rfPft dRj^ 
^ dt ~~ dy dx ^ 1^ dt ^ d% dx 

hM ^r ^Qh ^^h 



'"" {xl 



Dh) 



U d# dx dy ' 

Es ist gut, die wahre Elektricität jetzt so zu definiren, dass 
Phj Qhi Rh wieder die Kräfte auf die Elektricitätsmenge Eins 
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sind. Die Dichte der wahren Elektricität im neuen Maass 
gemessen ist dann: 

1511) «, _ — ^ -_^(^_^__ + —^^— + — 5^— /• 

Anch in p,q,r,(D und fi haben wir statt der elektrostatisch 
gemessenen dann die im neuen Maasse gemessene Eiektricitäts- 
menge zu substituiren und fügen deshalb den Index h bei: 
Unter /?% z. B. ist die im neuen Maasse gemessene Elektricitäts- 
menge zu verstehen, welche in der Zeiteinheit durch eine auf 
der Abscissenaxe senkrechte Flächeneinheit hindurchgeht , so 
dass wir erhalten: 

21h) p =pn .h,q = qh,h,r = rh,h, o) = a)h.h, Q = £ij^,h. 

Damit nun wieder die Gleichungen 8, 9 und 23 keinen be- 
sonderen Faktor erhalten , führen wir noch statt der elektro- 
statisch gemessenen Leitungsfähigkeit Z eine neue Gonstante ein: 

12h) Zj, = Zjh* 

{die im neuen Maasse gemessene Leitungsfahigkeit), so dass 
wir erhalten: 



23h) { 



9h) r= -^Zn{PnJ[i. + QHYn + BH.^) 

Ch^ ^ ^^'^ ^^ "^^ ±^^^^ (V ^Y\ 
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§8. Besonderer Charakter der nun zu suchenden 

Integrale. 

Die entwickelten Gleichungen steUen im Allgemeinen eine 
Wellenbewegung dar. Betrachtet man einen homogenen Körper, 
in dessen Innern keine äussern elektromotorischen Kräfte wirken^ 
setzt also B und L constant, X=Z=^=0, so liefern die 
Gleichungen C und 15: 

dB , 47iL ^ 



di • D 
25) { also: 

B = Äe 

War nun irgend einmal der Körper unelektrisch , und 
haben seitdem in seinem Innern keine äussern elektromotorischen 
Kräfte gewirkt, so muss auch damals die letzte Gleichung ge- 
golten haben. Da aber damals 6 = war, so muss auch 
Ä = und daher ftlr alle Folgezeit € == sein. Da JD con- 
stant ist, folgt weiter: 

dP rf_0 dÄ ^ Q 
dx dy dx 

und man erhält aus der ersten der Gleichungen C, indem man 
für ß und y deren Werthe aus den Gleichungen D substituirt: 



wobei: 



dt' , at 



._ d« d« d« 

da;« ■*■ dy^ "^ dx^ 



ist. Analoge Gleichungen gelten für ff und h, .Für L =^ 
«werden hierdurch bekanntermaassen Transversalwellen von der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit : 



Ydm 

dargestellt. Hat Z einen von Null verschiedenen Werth, so 
werden die Wellen gedämpft (Absorption) und die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit ist ftb* verschiedene Schwingungsdauem 
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Terschieden (Dispersion). Wir be£riedigen die Gleichungen, 
wenn wir setzen: 

F = £ e-^""""'*' cos n (t - ^] , 
wobei B und n beliebige Constanten sind, wogegen man hat: 



4 TT» M^ L^ 



26) 1 -l/^^ I t/^'-^' I 

a " |/ 2r ^ [/^ 411* ^ 

Dies stellt eine Transversalwelle dar, deren Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit a ist. Wir wollen die Behandlung der Ge- 
setze dieser Wellenbewegungen einem viel späteren Kapitel 
vorbehalten und hier nur bemerken, dass ihre Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ausserordentlich gross (wie die Lichtgeschwin- 
digkeit) ist. Im Falle, wo i = ist, muss also '^JDMj^ ausser- 
ordentlich klein sein. Da in Formel 26 der Wurzelausdruck 
unter dem ersten Wurzelzeichen jedenfalls mit positiven Zeichen 
genommen werden muss, so folgt, dass auch, wenn L von Null 

verschieden ist, ^D Mj^ klein wie die reciproke Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der Wellen oder noch kleiner sein muss. 

Die Berechnung des gesammten Verlaufes der durch eine 
beliebige elektromagnetische Störung hervorgerufenen Wellen 
stösst nun selbst in den einfachsten Fällen auf fast unüber- 
wiadliche mathematische Schwierigkeiten. Dass es trotzdem 
möglich ist, in vielen Fällen sehr einfache Gesetze aus den 
Gleichungen abzuleiten, verdanken wir einem günstigen Um- 
stände, dessen Wesen ich zunächst an einigen Beispielen aus 
der Elasticitätslehre erläutern will. 

Gesetzt, wir hätten eine gespannte Saite oder Schnur. 
Der eine Endpunkt Ä derselben sei vollkommen fix, dem 
anderen Endpunkte B werde mit der Hand oder sonstwie eine 
ganz beliebige Bewegung senkrecht zur ursprunglich geraden 
Linie AB ertheilt. Ln Allgemeinen werden dadurch WeUen 
entstehen, welche in A reflektirt werden, und deren Gesammt- 
resultat bald nur mehr durch lange Summenformeln ausdrück- 
bar ist. Wenn aber die Bewegung des Punktes B so langsam 
geschieht, dass die Wellenlänge sehr gross gegen die Faden- 
länge ist, so wird keine Spur von Wellenbewegung bemerk- 
bar sein. 

So einfach und bekannt dies ist, so sind doch die mathe- 
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matischen Bedingungen der Bewegungsart, welche der Faden 
im letzteren Falle macht, meines Wissens noch nie genau 
geprüft worden. Gerade diese Bewegungsart spielt aber fast 
überall eine wichtige Rolle, wo Massen, die in einer Linie, 
Fläche oder im Räume continuirlich vertheilt sind, sehr lang- 
sam zur Bewegung angeregt werden. Sie ist keine stationäre, da 
sie nach langer Zeit ihren Charakter völlig verändern kann, 
eher könnte man sie als angenähert stationär oder besser als 
langsam gegenüber der Wellenfortpflanzung in dem in Betracht 
kommenden Gebiete bezeichnen. Um diesen Begriff schärfer zu 
fassen, wollen wir in dem eben besprochenen einfachen Falle mit 
w irgend eine Grösse bezeichnen, die sich auf den Zustand des 
Fadens an einer Stelle bezieht; z. B. die Entfernung der be- 
treffenden Stelle von ihrer Ruhelage oder die daselbst herr- 
schende Geschwindigkeit etc. Ferner bezeichnen wir mit a die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Transversalwellen in dem 
Faden, mit l dessen Länge. Damit die Bewegung von der 
gesuchten Beschaffenheit sei, muss die Anregung folgende Be- 
dingung erfüllen. Es muss 

/ dwß 
a dt 

klein gegenüber den in Betracht kommenden Veränderungen 
des Werthes von w, also namentlich klein gegenüber der Diffe- 
renz zwischen dem grössten und kleinsten der vorkommenden 
Werthe des w sein, was wir etwa in der Form schreiben 
können: 

/ dWß 

27) V~57~ ^^'^' «^max — «?miii ; 

der Index B drückt dabei den Werth an dem zur Bewegung 
angeregten Ende B aus. Wenn w eine Länge und w?max — w?min 
von der Grössenordnung / ist, so wird einfach dwßldt klein 
gegen a. Für die Bewegung an irgend einer Stelle, die wir 
durch ihre Entfernung x vom fixen Ende Ä charakterisiren 
wollen, wird dann immer 

oQ\ 1 dw 7 7 dw 

' a dt ^ dx 

sein. Für die Wellenbewegung ist ja 

w=f{x ± at)^ 
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daher: 

1 dtc __ , dw 
a dt dx 

28 giebt also in der That die Bedingung, dass die Geschwin- 
digkeit, mit der sich w ändert, für die. angeregte Bewegung 
viel kleiner ist, als im Falle bemerkbarer Wellenbewegung. 

Bezeichnen wir mit y die Entfernung irgend eines Theil- 
chens des Fadens von dessen Euhelage, so hat man bekannt- 
lich für y die partielle Differentialgleichung: 

oQ\ 1 d^y _d^y 

^^^ ^d^-'dx^' 

Da fiir die gesuchte Bewegung nach 28 



gegen 



und dieses wieder gegen 



ä« ~di^ 
1 d^y 



a dxdt 

d^y 



dx^ 

verschwinden muss, so reducirt sich dieselbe angenähert auf: 

dx^ ^' 
was liefert: 

y=^x(p{t) + ^f){t\ 

und da flir ar = 0, y = 0, für x = 1 aber y gleich einer vor- 
geschriebenen Funktion f{t) von t sein muss, so folgt: 

Da wir hier nur Annäherungsrechnung treiben, so hat es natür- 
Uch keine Schwierigkeit, nach bekannten Methoden den Grad 
der Annäherung weiter zu treiben. Bezeichnet man den ge- 
fundenen Werth von y mit y^, und setzt y = yi + y^y so liefert 
die abermalige Anwendung der Gleichung 29: 

^^) y^eSr/^'W + ^^W + ^W' 

wobei (p und ip jetzt so zu bestimmen sind, dass y^ far a: = 
und X = 1 verschwindet ; es ist also : 

^ = 0' ^ = --6^rw- 

8* 
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Man würde so eine Beihenentwickelung erhalten, deren Con- 
vergenz freilich eine begrenzte ist, welche aber, so lange sie 
convergirt, natürlich mit der Lösung durch willkürliche Funk- 
tionen oder dem allgemeinen Integrale übereinstimmt. 

Das Analogen zu dieser Reihenentwickelung bildet im 
elektromagnetischen Probleme die Berücksichtigung der elektro- 
statischen Wirkung veränderlicher elektrischer Ströme, der 
ponderomotorischen Wirkung erlöschender Bingmagnete etc. 
In der Belation 28 sind die Differentialquotienten einer und 
derselben Grösse mit einander verglichen. Will man die 
zweier verschiedener Grössen u und v vergleichen, so muss 
man bedenken, dass während der Bewegung sich immer leben- 
dige Kraft in Arbeit und umgekehrt umsetzt, also der Zu- 
wachs der lebendigen Kraft und der Arbeit immer von gleicher 
Grössenordnung sein muss. Die Differentialquotienten dieser 
Grössen können daher gerade so verglichen werden, wie in der 
Relation 28 die Differentialquotienten einer einzigen Variabein w. 
Um dies zu versinnlichen, betrachten wir wieder eine elastische 
Schnur ÄB^ deren eines Ende ^ fix ist, und charakterisiren 
irgend einen Punkt C der Schnur durch seine Entfernung x 
von A, Das andere Ende B soll aber jetzt longitudinal in 
der Richtung der Geraden Ä C hin- und herbewegt werden. 
I sei die ebenfalls longitudinale Verschiebung des Punktes C 
gegen B hin, |b deren Werth für x =^ 1= AB. Wir könnten 
diese Aufgabe natürlich gerade so wie die vorige behandeln, 
wollen aber jetzt die elastische Kraft p auf die Einheit des 
Querschnittes im Punkte C einführen. Ist S der Elasticitäts- 
modul, so ist 

Die lebendige Kraft des Fadenstückes von der Länge dx ist: 

qqdx ( d^ \^ 



m 



wobei Q die Dichte der Substanz des Fadens ist. Die Arbeit 
der elastischen Kräfte in demselben Fadenstücke ist be- 
kanntlich: 

qdx jp/df\2 



\dx) 



2 

q ist der Querschnitt des Fadens. Da beide Grössen sich in- 



1 
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einander umsetzen müssen, wenn Wellenbewegung stattfindet, 
so müssen ihre Zuwächse von derselben Grössenordnung sein. 
Setzen wir daher: 






80 müssen auch die Zuwächse von u und v von derselben 
Grössenordnung sein. Für die gegenüber der Wellenbewegung 
langsame Bewegung muss daher entsprechend den Relationen 28 

1 du 

a dt 

nicht nur gegen 

du 2 1. dv 

, sondern auch gegen 



verschwinden, ebenso: 

oi\ 1 dv du 

^1) ^ -irr g^««'^ -j^' 

Wir können nun die Bewegungsgleichung: 

dx^ a^ dt^ E dt* 

für die longitudinalen Schwingungen der Schnur in der Form 
schreiben: 

dv 1 du 

dx a dt 

und bekommen daher für die gesuchte Bewegung angenähert: 

dv d«| 



dx dx^ 
wie früher. 



= 



§ 9. Anwendung des vorigen Paragraphen auf Aero - 
dynamik und Elektricitätslehre (Asone, aphöte Be- 
wegung). 

Die im vorigen Paragraphen angeführten Beispiele er- 
scheinen von fast kindischer Einfachheit; doch sind sie die 
Tollkonimenen Analoga zu den Lösungen der Grundgleichungen 
des Elektromagnetismus, welche wir zunächst zu betrachten 
haben. Wegen der enormen Fortpflanzungsgeschwindigkeit er- 
zeugen nämlich alle bisher bekannten elektromagnetischen Er- 
regungen bloss Bewegungen des Aethers, welche den eben be- 
sprochenen Charakter haben, mit einziger Ausnahme der Licht- 
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erscheinungen und der von Hertz entdeckten elektrischen 
Wellen, wo aber auch in Entfernungen von der Erregungs- 
stelle, welche klein gegen die Wellenlänge sind, die Bewegung 
noch nahezu den Charakter der eben besprochenen hat^); ich 
werde darauf in einem späteren Theile dieser Vorlesungen zu- 
rückkommen. 

Eine erschöpfende Analyse der Natur der besprochenen 
Bewegung würde mich viel zu weit führen; dieselbe müsste 
jedenfalls zur Bedingung 27 für die Anregung noch die weitere 
hinzufügen, dass dieselbe nicht allzulange mit einer Periode, 
welche ein exaktes Vielfaches der Schwingungsdauer irgend einer 
Eigenschwingung des angeregten Körpers ist, gedauert haben 
darf, da dann, besonders wenn jede Dämpfung ausgeschlossen 
ist, ein Ausnahmsfall eintritt. 

Noch eines Specialfalles will ich im Vorübergehen Er- 
wähnung thun, nämlich der Bewegung eines Gases, in welchem 
der Druck p auf die Flächeneinheit und die Dichte q durch 
das Gesetz p = Cq^ verknüpft sind. Sind u, v, w die Ge- 
schwindigkeitscomponenten an irgend einer Stelle, so ist 

u^ + v^ + w^ 
^—2 

die lebendige Kraft der Volumeinheit. Die Schallgeschwindig- 
keit ist: 

a = ]/7iC7p«-i. 

Die Arbeit in einer Gasmasse, welche bei der Dichte Qq die 
Volumeinheit erfüllte, ist: 

Es sind also die Zuwächse von 

gu^ und-^?^p«-i 

^ n — 1 ^ 

von derselben Grössenordnung; daher auch die der Quadrat- 
wurzeln dieser Grössen, und wenn man voraussetzt, dass p„ 
und Q von derselben Grössenordnung sind, auch die von 

QU und pj/-^pn-l^ 

oder, wenn nin-'l eine endliche Zahl ist, die von qu 

*) Vergl. Hertz, Ausbreitung d. el. Erafk, S. 151; Wied. Ann. 
Bd. 86, S. 5, 1888. 
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und a Q. (Für w = 1 muss der Beweis besonders geführt 
werden, was ich hier bei Seite lasse.) Setzt man daher: 

aQ = k, QU = l, Qv = m, Qw = n, 
so sind die Aenderungen dieser Grössen von derselben Grössen- 
ordnung. Die Continuitätsgleichung nimmt daher die Form an: 

1 dk dl dm dn ^ 



a dt dx dy dx 

Es muss daher nach den früher aufgestellten Principien das 
erste Glied gegen jedes der übrigen verschwinden, und man 

hat angenähert: 

dl dm dn ^ 

+ ~JT. — r -j—- = ^• 



dx dy dx 

War die Dichte anfangs überall dieselbe, und bewegen sich die 
Umhüllung und etwa eingetauchte Körper so, dass das Vo- 
lumen nicht verändert wird, so wird daher die Dichte immer 
nahezu dieselbe bleiben, und das Gas sich wie eine incom- 
pressible Flüssigkeit bewegen. Aendert sich das Volumen, so 
können auch langsame, aber in der ganzen Gasmasse immer 
nahezu gleiche Dichtenanderungen vorkommen.^) Bei ent- 
sprechender Anregung kann die Strömung auch wellenartig 
sein, z. B. wie die Wellen einer incompressiblen Flüssigkeit. 
Man muss also sagen : die Bewegung ist langsam bezüglich der 
Ausbreitung der Schallwellen in dem in Bede stehenden Baume, 
wofür wir mit einem Worte asön sagen wollen. 

üeberhaupt können derartige Bewegungen auch noch den 
Charakter von Schwingungen haben; so kommt z. B. den 
Transversalschwingungen einer gespannten, an beiden Enden 
befestigten Saite, welche in der Mitte mit einer im Vergleich 
zu ihrer Masse sehr grossen Masse belastet ist, oder eines 
Drahtes, welcher, unten mit einem Gegenstande von sehr grossem 
Trägheitsmomente belastet, Torsionsschwingungen macht etc., 
ganz der Charakter dieser Bewegungen zu. 

Dasselbe gilt auch vom Aether. Wir wollen daher Aether- 
bewegungen, wobei die Anregung so langsam erfolgt, dass 



*) In den hydrodynamijschen Bewegungsgleichungen sind die Ver- 
änderungen von QU^ und p = G q^ von derselben Grössenordnung; es 
können daher die Aenderungen von q, nicht aber die von p vernach- 
lässigt werden. Es bleiben daher die übrigen hydrodynamischen Bewe- 
gongsgleichungen unverändert. 
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Wellen von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes oder 
der Hertz' sehen Wellen ausgeschlossen sind, mit einem Worte 
als aphot bezeichnen, wobei wir freilich unter qpög nicht bloss 
die auf die Netzhaut wirkenden Aetherschwingungen, sondern 
auch die strahlende Wärme und Hertz' sehen Schwingungen 
verstehen. Dabei können noch immer langsamere stehende 
Schwingungen, z. B. oscillirende Condensatorentladungen, statt- 
finden, aber die durch sie erregten Hertz 'sehen Wellen sind 
in Räumen von den Dimensionen der Laboratorien, ja selbst 
der Erde, absolut unmessbar. 

Wir haben bereits bemerkt, dass abgesehen von den Er- 
scheinungen des Lichtes und der strahlenden Wärme und der 
Hertz'schen elektrischen Schwingungen alle bekannten Er- 
regungsarten elektromagnetischer Erscheinungen wegen der 
enormen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen 
Wellen den Bedingungen 27 genügen und daher aphote Aether- 
bewegungen erzeugen, bei denen die eigentliche Wellennatur 
des Elektromagnetismus völlig verborgen bleibt. 

Um die den Beziehungen 31 analogen für den Aether zu 
finden, müssen wir bedenken, dass dabei, wenn überhaupt 
zwischen den Grössen P, Q, B einerseits und cc, ß, y anderer- 
seits ein bemerkbarer Umsatz stattfindet, das Princip der Er- 
haltung der Energie gewahrt bleiben muss, also die Zuwächse 
der in den Gleichungen Ä und £ rechts stehenden Addenden, 
daher auch die von 

P-fD, QfDy BfB, a^M, ß^M, y ^M 

und da D und M endliche Zahlen sind, auch die von P, Q, R, 
a, ß, y von derselben Grössenordnung sein müssen. Diese 
Grössen spielen also die Bolle der in der Relation 31 mit 
u und V bezeichneten Grösse. 

Nun ist aber D die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
elektrischen Wellen im Lufträume. Entsprechend der Beziehung 
31 muss daher in den Gleichungen D die linke Seite gegen die 
Glieder der rechten zu vernachlässigen sein und man erhält: 

oox dR^ _ dQ^ dP_ __ dR^ dQ^ __ dP 

' dy d* ' dx dx * dx dy ' 

Findet dagegen kein nennenswerther Umsatz zwischen den 
Grössen F,Q,R und cCfß,y statt, so müssen eo ipso in den 
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Gleichungen D die Glieder, welche die ersteren drei Grössen 
enthalten, separat verschwinden und ebenso die, welche die 
letzteren enthalten, was wieder zu den Gleichungen 32 fuhrt. 
Aus denselben folgt: 

33) P=«45L (2=_4^ i2=_4^. 

^ dx ^ ^ dy ^ dx 

Wir brauchen nun nur mehr eine Gleichung zur Bestimmung 
Yon q), und da ist es am besten, die E^minationsgleichung 
von a, ß, y aus den Gleichungen G zu benützen, also die 
Gleichung: 



16a) 



1 d r djDP) dJPQ) d{DR) ^ dLjP-hX) 
4n dt L dx dy dx \ dx 



, dL(Q+ Y) , dLjB + Z) _^ 
■^ d^ "^ di """' 



welche, da sie ohne jede Vernachlässigung gebildet ist, unter 
allen Umständen gelten muss. Wir können jetzt aus 16a 
und 33 die Grössen P, Q, jB ganz unabhängig von €Cyß,y be- 
stimmen, wozu wir sofort im nächsten Paragraph schreiten 
wollen. 

Wir bemerken hier nur noch, dass für die aphote Be- 
wegung aus demselben Grunde in den Gleichungen G die linke 
Seite verschwindet. Man erhält daher, wenn Z einen sehr 
grossen Werth hat: 



34) 



dß dr 47rL,7j,-|r. dr da 4tn L .^ . ^^ 



da 



_^ = i^(i2 + ^. 



dy dx H 

Ist dagegen L klein, so folgt einfach: 

^ß ^T _ ^y da _^ da ^^ __ a 
dx dy "" dx dx dy dx 

Femer folgt noch, ebenfalls unabhängig von jeder Vernach- 
lässigung, aus D: 

_d_ r d(Ma) d(Mß) djMr) ] ^ r. 
dtl dx "^ dy '^ dx i 

Die Betrachtungen dieses Paragraphen, sowie ähnliche, 
die wir später noch öfters anstellen werden, sind natür- 
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lieh für denjenigen vollkommen überflüssig, der sich nach 
Kirchhofes Vorgang gewöhnt hat, zuerst bloss partikuläre 
Integrale der allgemeinen Differentialgleichungen hinzuschreiben 
und erst nachher deren physikalische Interpretation zu suchen. 
Derselbe ist jedoch im besten Falle nicht reicher als wir, wenn 
wir nur, nachdem wir uns den physikalischen Grund zu ver- 
anschaulichen gesucht haben, warum gerade diese partikulären 
Lösungen eine so wichtige ßoUe spielen, und warum nicht 
noch andere eine gleich wichtige Rolle spielen, noch jedesmal 
den Nachweis liefern, dass die gefundenen Werthe auch den 
exakten Differentialgleichungen ohne jede Vernachlässigung 
genügen. 
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§ 10. Begriff der freien Elektricität. 

Mit Rücksicht auf die Gleichimgen 33 kann man die 
Gleichung 15 auch so schreiben: 

15a) s^:=-J^\-^(i>^] + ^(d^-^] + -^(dP] . 

' ^.it\dx \ dxj dy \ dy ) dx \ d%j 

Femer sind nach den Formeln 22, sobald die Glei- 
chungen 33 erfüllt sind, die Kräfte, welche ausser den äusseren 
elektromotorischeh E^räften, also durch scheinbare Femwirkung 
im Bilde auf die Einheit der Elektricität wirken, 

— dtpjdx y -^ dcpjdy j — d(pjdz . 

Es ist also cp das elektrostatische Potential. Es ist in allen 
elektrischen Maasssystemen üblich, cp so zu messen, dass seine 
negativen Ableitungen nach den Coordinaten ohne weiteren 
Faktor die Kräfte auf die Elektricitätseinheit geben. Die 
Gleichungen 33 gelten daher unverändert in allen Maasssystemen. 
Wäre in einem anderen Maasssysteme P^ = h.P, so müsste 
auch der im anderen Maasssysteme gemessene Werth des qp, 
den wir gp^ nennen wollen, gleich h(p sein, dagegen ist nach 
15h € = Ä€ä, daher 



i 



§ 10. Begriff der freien Elektricität. 43 

Da wir voraussetzen, dass die elektromagnetische Störung 
in unendlicher Entfernung jedenfalls unmerklich wird, so 
müssen diö Ableitungen von (p nach den Coordinaten im Un- 
endlichen verschwinden, und wir können die zu (p hinzutretende 
Constante, da sie aus den Gleichungen herausfällt, so wählen, 
dass auch qp selbst im Unendlichen verschwindet. Wenn man 
zur identischen Gleichung (PP / dx^ = d^P / dx^ die nach z 
differentiirte zweite und die nach y diflferentürte dritte der 
Gleichungen 32 addirt, so erhält man hierzu noch: 



dx \dx dy dx] 



Da analoge Gleichungen für J Q und AR gelten, so sieht 
man, dass diejenige Funktion cp, deren negative Ableitungen 
nach den Coordinaten gleich P, Q, R sind, die Potentialfunktion 
einer Masse sein muss, deren Dichte in einem beliebigen Vo- 
lumelemente dr gleich 

'dP . dQ ^ dB' 

"T -T— -r 



4n\dx dy dx 

ist. Die Potentialtheorie bietet daher ein willkommenes Mittel 
zur Lösung aller einschlägigen Aufgaben, ein Umstand, der 
übrigens immer eintritt, sobald gewisse Grössen die partiellen 
Ableitungen einer Funktion nach den Coordinaten sind (be- 
wegte Flüssigkeit, in der ein sogenanntes Geschwindigkeits- 
potential existirt etc.). 

Trotz der Unbequemlichkeit, welche die Einführung einer 
willkürlichen Constanten hat, deren Werth natürlich auf das 
Resultat ohne Einfluss ist, empfiehlt es sich doch, obigen Aus- 
druck noch mit einer solchen zu multipliciren, also eine Masse 
zu fingiren, welche den Eaum so erfüllt, dass ihre Dichte im 
Volumelemente dr den Werth: 



• 4 71 V 



dP dQ dR"" 

\ ~TT7 "T 



^dx dy dx 

also mit Kücksicht auf die Gleichungen 32 den Werth: 
35) €^=__Ljgp 

hat, wobei b eine beliebige, für alle Körper zu allen Zeiten 
constante Zahl ist. Wer will, kann ja immer b = 1 gesetzt 
denken. Es ist dann (p das Potential einer Masse, die den 
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Raum mit der Dichte ef/b erfüllt; d. h. der Werth von (p in 
irgend einem Punkte Ä des Baumes (dem Aufyunkte) ist 

1 f*6fdt 

36) 9' = Tj-V' 

wobei dr ein Volumelement, «^ der dort herrschende Werth von 

4in\dx dy dxj 47r ' 

und Q die Entfernung des Volumelementes vom Aufpunkte ist. 

Die Integration ist über alle Volumelemente aller elektrisch 

wirksamen Körper, also, wenn man will, über den gesammten 

unendlichen Baum zu erstrecken, da ohnedies «^^ = ist, wo 

sich keine wirksamen Körper befinden. Wir nennen Bf die 

Dichte der freien Elektricität an der betreffenden Stelle. Für 

Luft ist -D = 1. Setzt man daher, was wir meistens thun 

werden, b = 1, so ist für dieses wichtige Dielektricum die freie 

Elektricität mit der wahren identisch. Für andere Dielektrica 

dagegen werden wir durch eine besondere Hypothese über das 

Verhalten derselben (die dielektrische Polarisation) Bf mit t„ 

in eine einfache Beziehung zu bringen suchen, wovon im 

nächsten Paragraph die Bede sein soll. 

Wir können den Begriff der freien Elektricität gerade so 

wie den der wahren auch in dem vollkommen allgemeinen 

Falle, dass die Gleichungen 32 nicht gelten, festhalten, indem 

wir auch dann noch setzen: 

07. , h (dP dQ dB\ 

^^^ ^f=4^['d^ + 'dj + d^l 

und dabei immer (p als durch die Gleichung 36 definirt be- 
trachten. Wir können dann P, Q, E in zwei Theile zerlegen, 
indem wir setzen: 

Da wir P,QjB als die Componenten der elektrischen Kraft 
bezeichnen, so können wir 

d(p dq> dq> 

dx ' dy ^ dx 

als die der elektrostatischen, Pj,Qj,Äj als die der elektro- 
dynamischen bezeichnen; letztere Grössen werden daher die 
Bedingung erfüllen: 
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39) ^ + ^ + ^ = . 

^ dx ay dx 

Diese Zerlegung wird überall von Vortheil sein, wo sich die 
Bewegung der aphoten einigermaassen nähert, so dass die der 
Formel 30 analoge Keihenentwickelung rasch convergirt; fiir 
sehr schnelle elektrische Schwingungen, wo diese Reihen- 
entwickelung vielleicht sogar divergirt, wird diese Zerlegung 
ohne Nutzen sein, b ist natürlich nicht etwa eine Naturcon- 
stante, sondern eine von uns willkürlich gewählte Zahl, von 
deren Werth die Resultate ganz unabhängig sind. 

Es ist aber bezüglich des Integrals der Formel 36 noch 
Folgendes zu bemerken. Wir denken uns nach dem Princip der 
Continuität der Uebergänge die Trennungsfläche zweier Körper 
immer so beschaffen, als ob sie angesehen werden könnte als 
eine continuirliche, wenn auch sehr dünne üebergangsschicht. 
Wir müssen daher in dem Integrale der Formel 36 auch 
die sämmtlichen Volumelemente aller XJebergangsschichten mit 
einbegreifen. In diesen XJebergangsschichten wird sich im 
Allgemeinen PjQ,B sehr rasch ändern können. Die Volum- 
elemente derselben werden also, obwohl ihre Summe sehr 
klein ist, doch einen endlichen Betrag zum Integrale 36 bei- 
tragen können, und es ist häufig gut, diesen Betrag gesondert 
von dem, welchen das Innere des Körpers liefert, an- 
zuschreiben. 

Wir bezeichnen mit do ein Oberflächenelement einer 
solchen Üebergangsschicht, und legen zunächst die Abscissen- 
axe senkrecht zu do. Der Üebergangsschicht selbst schreiben 
wir eine, wenn auch sehr geringe Dicke S zu, fassen also das 
Mement do der üebergangsschicht als einen Cylinder Z von 
der Basis do und der Höhe S auf. Die gesammte in diesem 
Cylinder enthaltene wahre Elektricität bezeichnen wir mit U^do 
und nennen JS„ die Flächendichte der wahren Elektricität. 

Wir zerlegen S noch weiter in unendlich viele, imendlich 
kleine Elemente, deren eines dx heissen mag. Der Cylinder 
mit der Basis do und der Höhe dx ist dann ein Volum- 
element des Cylinders Z. Die im Cylinder von der Höhe dx 
und der Basis do enthaltene wahre Elektricität ist dann 
B^dodx. Integriren wir dies über den gesammten Cylinder ^, 
so erhalten wir 
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Behandelt man dieses Integral gerade so, wie die Integrale der 
Formel 10 a, so ergiebt sich dafür der Werth 

wobei mit dem Index 1 die Werthe unmittelbar an der 
Trennnngsschicht, aber auf der der positiven ;r-ßichtung zu- 
gewandten Seite y mit dem Index Null aber die Werthe auf 
der entgegengesetzten Seite bezeichnet werden. Es ist also 



^•" = i^(AA-A^«) 



*xo 



Hat die jr-Axe eine beliebige Richtung, so ist 

wobei N die in Formel 19 definirte Gomponente des Vektors 
(P, Q,^ in der Richtung der Normale n zvl do ist. Diese ist 
von der Seite, für die der Index Null gilt, gegen jene hin 
zu ziehen, auf die sich der Index 1 bezieht. Gerade so, 
wie bei der wahren, wollen wir auch bei der freien Elektricitat 
f Bfdr die gesammte in einem Räume befindliche freie Elek- 
tricitat nennen. Auch die Flächendichte der freiep Elektricitat 
auf dem Flächenelemente do können wir ganz analog wie bei 
der wahren Elektricitat definiren imd finden. Man hat also 
allgemein: 

Dabei bezieht sich das letzte Glied jeder Gleichung auf den 
Fall, wo die Gleichungen 33 gelten, und es drückt didn eine 
Diflferentiation in der Riclitung der im eben definirten Sinne 
(von Null gegen 1) zu ziehenden Normale aus. Da alle Punkte 
des Flächenelementes do vom Aufpunkte nahezu dieselbe Ent- 
fernung Q haben, so liefert die auf rfo befindliche freie Elektri- 
citat in das Integrale 36 den Betrag EfdoJQ. Die Gleichung 16 
aber verwandelt sich in 
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8 ist die in Formel 19 definirte Componente des Vektors X, Y, Zy 
also der äusseren elektromotorischen Kraft in der Richtung n. 
Wenn in der betreffenden Trennungsfläche zwei Isolatoren an 
einander grenzen, und niemals äussere elektromotorische Kräfte 
gewirkt haben, so gilt natürlich in jedem Volumelemente 
ihrer sehr kleinen Dicke die Gleichung 16 mit i = 0. Wenn 
daher vor Beginn aller elektrischen Störungen die wahre Elek- 
tricitat gleich Null war, so wird dies auch ftlr alle spätere 
Zeiten gelten, und man hat 

42) I),N,=I),N,; i)^^ = i?„^. 

Das Integrale der Formel 36 ist nun nicht bloss über alle im 
Innern der Körper liegenden Volumelemente, sondern auch 
über alle Volumelemente aller Uebergangsschichten zu er- 
strecken. Wir wollen, um dies durch ein Zeichen in Er- 
innerung zu bringen, einem so zu verstehenden Integrale immer 
den Index U beifügen, einem Integrale aber, welches bloss 
über Volumelemente zu erstrecken ist, die sich im gewöhn- 
lichen Sinne im Innern von Körpern befinden, den Index /. 
Dann können wir die Formel 36 in der Form schreiben. 






§11. DritterZug des Bildes. Begriff der dielektrischen 

Polarisation. 

Der Begriff der freien Elektricität würde wenig Nutzen 
bringen, wenn er sich nicht wieder durch eine sehr anschau- 
liche Vorstellung mit dem der wahren verknüpfen liesse, welche 
also einen neuen Zug unseres Bildes darstellt. Wir denken 
uns in einem Isolator die neutrale Elektricität zwar unfähig, 
fortzuströmen, aber fähig, sich in den einzelnen Volum- 
elementen zu verschieben, was wir die dielektrische Ver- 
schiebung nennen wollen. Den dadurch hervorgerufenen 
Zustand der Volumelemente nennen wir deren dielektrische 
Polarisation. 

Betrachten wir ein parallelepipedisches Volumelement, 
dessen Kanten dx, dy, dz den Goordinatenaxen parallel sind. 
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Von den beiden zur Abscissenaxe senkrechten Endflächen des- 
selben soll sich in Folge der dielektrischen Verschiebung auf 
der der positiven Abscissenaxe zugewandten (rechten) Seiten- 
fläche die positive Elektricitätsmenge 

—■ Fdydz, 

auf der der negativen Abscissenrichtung zugewandten die 
gleiche negative Elektricitätsmenge ansammeln. Nach der uni- 
tarischen Anschauung würde sich nur auf der rechten End- 
fläche diese Elektricitätsmenge ansammeln , während auf der 
vis ä vis liegenden ein gleich grosser Mangel entstünde. 

Nach Analogie mit dem magnetischen Momente nennt 
man die Grösse 

44) ^dxdt/dz = —^—Pdxdydz 

das dielektrische Moment des Volumelementes dxdydz in der 
Abscissenrichtung, j aber das dielektrische Moment der Volum- 
einheit in der Abscissenrichtung. 

Dasselbe gilt von der y- und 2r-Richtung. Die Verschie- 
bungen in den benachbarten Volumelementen werden gefunden, 
indem man in obigen Ausdrücken x + dxy resp. y + dy, 
z + dz statt Xjy,z setzt. Daraus findet man in bekannter 
Weise, dass die dielektrische Verschiebung der neutralen 
Elektricität zur Folge hat, dass im Volumelemente dxdydz 
der Ueberschuss 
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positiver über negative Elektricität entsteht. Wir nennen diesen 
Ueberschuss die durch die dielektrische Polarisation im Isolator 
auftretende oder in das Volumelement hineingeschobene Elektrici- 
tät, €p ihre Dichte. 

In unserem Bilde müssen wir nun annehmen, dass die 
gesammte Ellektricität in die Ferne wirkt. Da von der nicht 
verschobenen neutralen Elektricität immer gleich viel positive 
wie negative vorhanden ist, so ist unter der gesammten Elek- 
tricität die Summe der wahren und der durch dielektrische 
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Polarisation auftretenden zu verstehen, welche Summe wir die 
freie Elektricität nennen. Ihre Dichte ist also c/ = ««, + ^, 
wofür wir nach Substitution der Werthe 45 und 15 wieder den 
Werth 37 finden, so dass also der neue Zug unseres Bildes 
exakt die Beziehung zwischen der wahren und freien Elek- 
tricität darstellt. Unter cp ist daher lediglich das Potential 
der durch b dividirten freien Elektricität zu verstehen. 

Die durch dielektrische Polarisation auftretende Elek- 
tricität macht eine gleiche, entgegengesetzt bezeichnete Menge 
der wahren Elektricität unwirksam. Nennt man diese unwirk- 
sam gewordene die gebundene Elektricität, so ist ihre Dichte 

In unserem Bilde werden wir weiters annehmen, dass die 
geschilderten dielektrischen Verschiebungen ebenfalls durch die 
auf die neutrale Elektricität wirkenden Kräfte P, Q, R erzeugt 
werden. Betrachten wir zuerst den Fall, dass keine äusseren 
elektromotorischen Kräfte wirken, dann wirkt nach Formel 22 
die Kraft P auf die Mengeneinheit der positiven neutralen Elek- 
tricität in der positiven Abscissenrichtung. Wir müssen also 
in unserem Bilde annehmen, dass 

ist; also dass das dielektrische Moment der Volumeinheit pro- 
portional und gleichgerichtet mit der auf die Elektricitäts- 
einheit wirkenden Kraft ist Wir haben den Proportionalitäts- 
faktor e^H genannt, weil v. Helmholtz^) denselben mit e be- 
zeichnet. Stefan^) nennt diesen Proportionalitätsfaktor die 
Elektrisirungsconstante und bezeichnet ihn mit L 

Wir können daher den neuen Zug unseres Bildes dahin 
venroUständigen, dass wir annehmen, dass diese dielektrische 
Verschiebung eine der sie erzeugenden Kraft P gleiche, aber 
entgegengesetzt gerichtete Molekularkraft weckt, welche dieser 
das Gleichgewicht hält. Die dielektrische Verschiebung schreitet 
daher immer so weit vor, bis jene Molekularkraft gleich der 
elektrischen Kraft geworden ist. 



*) Gesamm. Abb. Bd. 1, S. 616. 
*) Wien. Ber. Bd. 70, S. 634, 1874. 

Boltzmann, Vorlesungen, IL 
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Die nach unserem Bilde zur Dielektrisirung erforderliche 
Arbeit finden wir wie folgt. 

Wächst ^ um d^, so kann man sich die Sache so denken, 
als ob die Elektricitätsmenge + d^dydz von der einen End- 
fläche auf die andere des Parallelepipeds verschoben würde, 
und dadurch auf der anderen die Elektricitätsmenge — d^dydz 
frei würde. Die erstere Elektricitätsmenge wird also um die 
Strecke dx verschoben. Auf sie wirkt die elektrische Exaft 
Pd^dy dz\ die Arbeit dieser Kraft ist daher 

Pd^dxdy dz = dxdydz^d^. 

Genau gleich ist die Arbeit der Molekularkraft, welche der 
elektrischen immer das Gleichgewicht hält. Die gesammte 
molekulare Arbeit also, welche behufs Erzeugung der dielek- 
trischen Polarisation 5 in der Volumeinheit überwunden werden 
muss, ist in unserem Bilde: 

Es ist aber wohl zu bemerken, dass alle diese Vorstellungen 
blosse Veranschaulichungen der Resultate sind, die vollständig 
in den in der ersten Vorlesung abgeleiteten Grundanschau- 
ungen und Grundgleichungen enthalten sind und sich daraus 
mit Nothwendigkeit ergeben. Sie sind also keineswegs neue 
Annahmen, sondern bloss neue Bilder, durch welche wir uns 
verschiedene Consequenzen der in der ersten Vorlesung ge- 
wonnenen Grundgleichungen versinnlichen. 

Es sei hier noch zweierlei bemerkt. Dielektrische Polari- 
sation wurde allerdings in Metallen noch nicht constatirt. Wenn 
man daher dem D in allen Metallen denselben Werth ertheilte 
und dann b gleich diesem Werthe setzte, so dass in Metallen 
keine dielektrische Verschiebung der neutralen Elektricität auf- 
träte, so würde man in keinen Widerspruch mit der Erfahrung 
gerathen. Allein, selbst im Wasser wurde bereits dielektrische 
Polarisation nachgewiesen, und wenn man auch die Elektricitäts- 
leitung des Wassers, da sie elektrolytischer Natur ist, nicht gel- 
ten lassen wollte, so wäre es doch schwer, allen dielektrisch 
polarisirbaren Körpern jede metallische Leitungsfähigkeit abzu- 
sprechen, schon weil dadurch der continuirliche üebergang von 
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den NichÜeitern zu den Metallen immer nur durch ein und 
dasselbe nichtleitende und nicht dielektrisirbare Medium statt- 
finden müsste. Jedenfalls würde darin eine nicht gerechtfertigte 
Speciaüsirung der Maxwell 'sehen Theorie liegen, welche jeden 
Augenblick durch das Experiment widerlegt werden konnte. 

Man wird also besser thun, sich auch die Metalle der 
dielektrischen Polarisation fähig zu denken. Es kann dies in 
zweifacher Weise geschehen. Wir denken uns erstens in den- 
selben nur einerlei neutrale Elektricitat und nehmen an, dass 
jedes Theilchen derselben genau die Summe derjenigen Ver- 
schiebungen macht, welche es in Folge der Leitung für sich 
allein und in Folge der dielektrischen Polarisation flir sich 
allein erfahren würde. Wir können aber auch zweitens in den 
Leitern zwei Gattungen neutraler Elektricitat annehmen, wovon 
die erste (Strömungselektricität) durch ihr Fortströmen die Er- 
scheinungen der Elektricitätsleitung vermittelt und sich also 
ganz so verhält, wie wir es in der dritten Vorlesung für die 
neutrale Elektricitat in Leitern gefunden haben, wogegen die 
zweite (die Verschiebungselektricität) sich ganz so wie die neu- 
trale Elektricitat in einem nicht leitenden Dielektricum verhält. 
Da jede Gattung neutraler Elektricitat ursprünglich ein Gemisch 
von gleich viel positiver und negativer Elektricitat ist, so wird 
sich keine derselben sonst noch irgendwie bemerkbar machen. 
Wiewohl die zweite Ansicht complicirter als die erste ist, so 
wollen wir sie doch ihrer grösseren Klarheit wegen adoptiren, 
da es sich ja ohnedies nicht um etwas Beales, sondern bloss 
um möglichst klare Bilder zur Versinnlichung der Consequenzen 
der Grundgleichungen der ersten Vorlesung handelt. Wir er- 
reichen dadurch noch einen Vortheil. 

Wir können nämlich im Falle der Wirksamkeit äusserer 
elektromotorischer Kräfte annehmen, dass diese bloss auf die erste 
Gattung der neutralen Elektricitat, nicht auch auf die zweite 
wirken, so dass für die dielektrische Polarisation auch bei Wirk- 
samkeit äusserer elektromotorischer Kräfte noch die Formeln 46 
und 47 gelten, nicht aber j = s^hIP + ^ ist. Die allerdings 
natürlichere Annahme, dass die äusseren elektromotorischen 
Ejräfte auch auf die zweite Gattung der neutralen Elektricitat 
wirken, würde in keinem durch die Erfahrung controllirbaren 
Resultate von der entgegengesetzten abweichen, da ja weder 
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die scheinbare Femwirkung der Stellen, wo hydro- oder thermo- 
elektromotorische Kräfte ihren Sitz haben, noch auch die von 
Glasstangen im Momente, wo sie gerieben werden, bisher 
beobachtet wurde. Möglich, dass die Maxwell' sehe Theorie 
einer betreflfenden Ergänzung bedarf. Doch hier wollen wir 
an der letzteren und an der Form, in der wir die Kräfte X, 
r, Z einführten, festhalten und das Büd immer so construiren, 
dass es die Gleichungen der ersten Vorlesung genau wieder- 
giebt, indem wir annehmen, dass die äusseren elektromoto- 
rischen Ejräfte auf die zweite Gattung der neutralen Elek- 
tricität nicht wirken. Von den hydroelektromotorischen Kräften 
könnte man z. B. voraussetzen, dass sie ihren Ursprung darin 
haben, dass durch chemische Wanderung der ponderablen 
Atome die neutrale Elektricität erster Gattung dislocirt wird, 
ohne dass dadurch die dielektrische Polarisation irgendwie be- 
einflusst wird. 

Wir werden übrigens auf diesen Gegenstand noch einmal 
(§ 27 Gleich. 95) zurückkommen und dort auch eine Substitution 
für X, r, Z kennen lernen, welche bewirkt, dass die äusseren 
Kräfte gleichmässig zu 

und 



1^ dt H 

hinzutreten. 

Von grosser Wichtigkeit ist noch folgende Bemerkung. 
Gemäss den Gleichungen 22 sind in Abwesenheit äusserer 
elektromotorischer Kräfte die Componenten der Kräfte, welche 
in unserem Bilde auf die Mengeneinheit der neutralen Elek- 
tricität wirken, gleich P, Q, R, Sind die Gleichungen 33 er- 
füllt, so ist (f deren Potentialftmktion, und da (p nach der 
Gleichung 36 als das Potential einer Masse von der Dichte 
e^/b aufgefasst werden kann, so ist diese Kraft dieselbe, als 
ob jede Menge Cf freier Elektricität auf jede in der Entfer- 
nung Q befindliche Menge e^ der neutralen Elektricität mit 
der Kraft 

48) ^ 

b q^ 

wirkte. 
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§ 12. Elektrostatik. 

Den Nutzen der Einführung des Begriffes der freien 
Elektricität tritt in ein helleres Licht durch Betrachtung spe- 
cieller Beispiele. 

Wir nehmen nun zunächst an, dass früher beliebige äussere 
elektromotorische Kräfte gewirkt haben, dass deren Wirksam- 
keit aber zu einer gewissen Zeit aufgehört hat, und betrachten 
den Zustand, welcher lange Zeit nach dem Aufhören der äusseren 
elektromotorischen Kräfte zurückgeblieben ist. Da der Zustand 
jedenfalls aphot geworden ist, so gelten die Gleichungen 33. 

Wir wissen, dass nach Formel 8 in der Zeit- und Vo- 
lumeinheit die Energie L (P^ + Q^ + Ä^) in Wärme umge- 
setzt wird. Dieser Umsatz kann nicht ins Unendliche dauern, 
da sonst unendlich viel Energie Yorhanden sein müsste; er 
muss also nach einiger Zeit aufhören und dann muss überall, 
wo L nicht gleich Null ist, P = Q = Ä = 0, also tf constant 
sein. In den Körpern aber, wo Z = ist (den Isolatoren), ist 
überhaupt die wahre und neutrale Elektricität festgenagelt, 
daher kann y nur Funktion der Coordinaten, nicht der Zeit sein. 

Wollte man dies für Isolatoren nochmals aus den Gleichungen 
beweisen, so würde man sich leicht überzeugen, dass nach einem 
bekannten Satze der Potentialtheorie, wenn in den Isolatoren die 
mit der Zeit imveränderliche Volum- und Flächendichte der 
wahren Elektricität, auf jedem verbundenen Leitersystem aber 
der Gesammtbetrag der Elektricität gegeben ist, qp durch die 
Gleichungen 15 a und 40, ferner die Bedingung seiner Constanz 
in allen Leitern und seines Verschwindens im Unendlichen ein- 
deutig, unabhängig von der Zeit bestimmt ist. Aeussere elektro- 
motorische Kräfte fehlen jetzt noch. 

Wie schon bemerkt, wurden unsere Gleichungen durch 
gewisse Vernachlässigungen gewonnen. Wir haben dadurch 
den Vortheil erreicht, dass wir auch begreifen, warum sie noch 
angenähert gelten, sobald beliebige Veränderungen vorgenom- 
men werden, wenn nur die Aenderungsgesch windigkeit klein 
gegen die Lichtgeschwindigkeit ist. Naturgemäss kann aber 
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die Erlaubtheit derartiger Vernachlässigungen nicht mit voller 
mathematischer Strenge bewiesen werden. Es sei daher erin- 
nert, dass, wie man sofort sieht, die completen Gleichungen 
C und D der zweiten Vorlesung, wenn X= T = Z = ist, 
ohne Vernachlässigung erfüllt sind, sobald 

p — _ -^ n — ^^ 7? — _ ^^ 

^ ~ dx' ^^ dy ' dx 

gesetzt wird, und tp eine die Zeit nicht enthaltende, im Un- 
endlichen und in allen Leitern constante, sonst aber beliebige 
Funktion von x^y^z ist. cc,ßjy können dabei entweder gleich 
Null oder gleich den Ableitungen einer anderen ebenfalls be- 
liebigen von der Zeit unabhängigen Funktion der Coordinaten 
nach diesen sein. 

Man kann also ganz im Sinne der schon einmal be- 
sprochenen Kirchhoff'schen Methode zunächst zeigen, dass 
diese Festsetzungen partikuläre Integrale der allgemeinen 
Gleichungen sind und dann erst deren physikalische Bedeutung 
interpretiien. Wird (p als ursprünglich gegeben betrachtet, 
so bestimmt sich einfach die Dichte der wahren und freien 
Elektricität an jeder Stelle des Raumes und an jedem Ober- 
flächenelemente der Trennungsfläche zweier Körper nach den 
Gleichungen 15 a, 35 und 40. 

In der Praxis ist die Aufgabe gewöhnlich umgekehrt ge- 
stellt. Es ist die ursprünglich vorhandene wahre Elektricität 
gegeben; dann handelt es sich darum, q> so zu wählen, dass 
in Isolatoren 

4n ldx\ dx ) dy\ , dy I dx\ dx ). 

gleich der gegebenen Dichte der wahren Elektricität, resp., 
wo solche nicht vorhanden war, gleich Null ist, dass femer 
an der Trennungsfläche zweier Isolatoren 

1 /ri ^^0 n ^^1 



j)j*p^_j) 



An \ ^ dn ^ dn 

gleich der dort gegebenen Oberflächendichte der wahren Elek- 
tricität (resp. wieder gleich Null), dass endlich für jeden Leiter 
das über seine ganze Oberfläche erstreckte Integrale 
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gleich der gegebenen, auf diesem Leiter sitzenden wahren 
Elektricitätsmenge ist. Nach dem citirten Lehrsatze der Po- 
tentialtheorie ist dieses Problem stets eindeutig lösbar. 

Wir denken uns nun zunächst einen einzigen Nichtleiter, 
in welchem I) einen constanten Werth hat, gegeben. In dessen 
Linerem kann an beliebigen Stellen wahre Elektricität mit 
der Dichte 

angehäuft sein. Ausserdem können sich darin beliebige, eben- 
falls mit wahrer Elektricität geladene Leiter befinden. Wir 
betrachten die Zeit, wo cp im Innern derselben constant ge- 
worden ist. Ist dann do ein Oberflächenelement eines Leiters, 
so ist 

471 an 

nach Formel 40 die daselbst angehäufte wahre Elektricität, 
wobei D und dq}jdn die Werthe dieser Grössen unmittelbar 
an der Oberfläche, aber schon ausserhalb des Leiters (im Iso- 
lator) bedeuten. Auch die Normale n ist vom Leiter gegen 
den Isolator hin zu ziehen. Ebenso findet man die Ober- 
flächendichte der freien Elektricität 

■wp \> dq> 
J!ff= — 

' 4:7t an 

und für die Volumdichte der freien Elektricität im Innern 
des Isolators 



^ A 



Es ist also 



49) «/' = -;5-«u;, ^f = -^^to' 

Wir wollen nun die ponderomotorischen Kräfte aufsuchen, 
welche in diesem Falle wirksam sind. Natürlich müssen wir 
dieselben zunächst aus unserer mechanischen Grundannahme 
der ersten Vorlesung ableiten. Setzen wir die Werthe 33, 15 a, 
36 und 37 in die Formel A für die Energie des Mediums ein, 
integriren das erste Glied partiell nach a?, das zweite partiell 
nach y und das dritte partiell nach z und bedenken, dass wir 
nach dem Princip der Continuität der Uebergänge die Tren- 
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nungsflächen nicht gesondert zu betrachten brauchen, sowie, 
dass im Unendlichen die Ableitungen von (p verschwinden, 
so folgt 
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Diese Formeln gelten auch, wenn I) variabel ist. dr 
bezeichnet ein anderes Volumelement, «'^ und Bf die Dichten 
der wahren und freien Elektricität daselbst. Ist D constant, 
so hat man nach der Gleichung 49 

1 r Cb s' dxdif 



ü u 



Der Index U an den Integralzeichen bedeutet wiederum, 
dass in die Integration auch die auf Flächen sitzenden Elek- 
tricitätsmengen einzubeziehen sind. 

Wir wollen nun alle Elektricitätsmengen in zwei Gruppen 
theilen. Den Volumelementen, in denen Elektricitätsmengen 
der ersten Gruppe sitzen, sowie den daselbst herrschenden 
Dichten, fugen wir den Index 1 , denen der zweiten Gruppe 
den Index 2 bei, während wir den Index w weglassen, da wir 
immer nur von wahrer Elektricität sprechen. Dann wird 
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Den ersten Addenden rechts nennen wir das Potential der 
Elektricitäten der ersten Gruppe auf sich selbst, den zweiten 
Addenden das Selbstpotential der Elektricitäten der zweiten 
Gruppe, den dritten dagegen bezeichnen wir mit T^^ und nennen 
ihn das Potential der Elektricitäten der ersten Gruppe auf die 
der zweiten. Es soll nun die Lage der Elektricitäten der ersten 
Gruppe vollkommen fix bleiben, ebenso soll die relative Lage 
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der Elektricitäten der zweiten Gruppe gegeneinander unver- 
ändert bleiben. Nur die relative Lage der Elektricitäten der 
zweiten Gruppe gegen die der ersten soll sich ändern. Dann 
ändert sich in Formel 52 rechts nur der dritte Addend, und 
da wir annahmen, dass ausser der in Joule'sche Wärme ver- 
wandelten Arbeit sonst keine Arbeit verloren geht, so muss 
ein Betrag, welcher gleich der Abnahme dieses Addenden ist, 
als sichtbare lebendige Kraft oder sichtbare Arbeit pondero- 
motorischer Kräfte zum Vorschein kommen. Es muss also 

53) - ^ ^12 = :ö" ^ C Cji^^AliAlL. 
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die Arbeit der scheinbaren Femwirkungskräfte sein. Genau 
dieselbe Arbeit bekommen wir in unserem Bilde, wenn wir 
annehmen, dass alle in unserem Medium wirkenden elektrischen 
Kräfte dasselbe Gesammtresultat ergeben, als ob jede in un- 
serem Medium befindliche wahre Elektricität e„ auf jede andere 
e^ die Abstossung 



e e 
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ausüben würde. 

Nun sind aber nicht bloss die wahren, sondern auch die 
durch dielektrische Polarisation entstandenen Elektricitäten 
vorhanden, und wir müssen consequent annehmen, dass auf 
jede gegebene wahre Elektricität e^ alle übrige wirkt, deren 
Summe die gesammte freie Elektricität ist. Um also mit 
Maxwell' s Theorie in Uebereinstimmung zu bleiben, müssen 
wir annehmen, dass die Gesammtwirkung auf e^ das Resultat 
der Wirkung aller freien Elektricität auf e^ ist, dass also jede 
freie Elektricitätsmenge ef auf e^ die Abstossung 

ö5) ^ 

ausübt. Da aber die freie Elektricität nichts anderes als die 
Summe aller überhaupt vorhandenen Elektricität ist, so haben 
wir einfach anzunehmen, dass jede überhaupt vorhandene 
Elektricität auf jede andere nach diesem Gesetze wirkt. 

Der Vergleich dieser Formel mit Formel 48 zeigt, dass 
wir in unserem Bilde die ponderomotorischen Kräfte erklären 
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können, indem wir einfach annehmen, dass die freie Elektricität 
nicht bloss auf die neutrale, sondern nach dem gleichen Ge- 
setze auch auf die wahre Elektricität wirkt. Wir denken uns 
nun zunächst den realen Standardkörper, z. B. Luft, für wel- 
chen i> = 1 ist. Daselbst ist die zur Beobachtung gelangende 
Abstossung zweier wahrer Elektricitätsmengen €y, und e„ ist 

nach Formel 54 

e e' 

W 10 



Wir können also das elektrostatische Maass auch als dasjenige 
definiren, wonach im Standardkörper zwei Elektricitätsmengen 
Eins in der Distanz Eins die Kraft Eins auf einander aus- 
üben. P, Q, R sind die Componenten der Kraft (Feldstärke), 
die auf die Elektricitätsmenge Eins wirkt. Ihre Dimensionen 
sind nach Formel 14 

Da 

1 



6 = 



4tn 



dipP) , d{DQ) , d{DR) 

i T7. \ 



dx dy d% 

ist, SO sind seine Dimensionen 

Die einer elektrostatisch gemessenen Elektricitätsmenge sind 

Hat in irgend einem anderen Isolator D einen beliebigen 
Werth, den wir ohne Index schreiben, so ist daselbst die 
der Beobachtung sich bietende Anziehung der zwei wahren 
Elektricitätsmengen e^, und e^ nach Formel 54 gleich 

6 e' 



Do^ 



also gleich der im realen Standarddielektricum stattfindenden, 
dividirt durch i>, also durch die Dielektricitätsconstante des 
zweiten Dielektricums relativ gegen das erste. 

Im neuen Medium würden die beiden Elektricitätsmengen, 
welche im realen Standarddielektricum elektrostatisch gemessen 
gleich yj9 wären, die Abstossung Eins auf einander ausüben. 
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Das wäxe also die im neuen Dielektricum elektrostatisch ge- 
messene Elektricitätseinheit. Bezeichnet man die Zahl, welche 
dieselbe Elektricitatsmenge im alten, resp. neuen Standard- 
medium elektrostatisch gemessen ausdrückt, mit e, resp. Shj so 
ist also 

56) 6 = 6ä y^ 

und man erhält alle Gleichungen, die für das elektrostatische 
Maass im neuen Standardmedium gelten, indem man in den 
Formeln zu Schluss des § 7, deren Nummern den Index h 
tragen, setzt h = ]/i?. 

§ 13. Annahme, dass b klein gegen Eins ist. 
Bemerkung über dielektrische Fernwirkung. 

Am einfachsten wird unser Bild, wenn wir im realen 
Standardkörper (Luft) b = 1 setzen, also keine dielektrische 
Polarisation annehmen. In anderen Körpern ist dann die 
dielektrische Polarisation gerade so, dass sie deren abweichen- 
des Verhalten gegenüber dem Standardkörper erklärt. Im 
Standardkörper ist dann auch die Grösse e^s der Gleichung 
46 gleich Null. Die Dielektricitätsconstante eines anderen 
Körpers hat nach Gleichung 46 den Werth D = 1 + ATte^H» 

Es kann dann auch sein, dass in gewissen Körpern, etwa 
im Wasserstoff oder im leeren Räume -D < 1, 6»^ negativ, also 
die dielektrische Polarisation die entgegengesetzte wäre, wie 
man sich häufig die diamagnetische Polarisation vorstellt. 
Theils um dies zu vermeiden, hauptsächlich aber aus anderen, 
später zu besprechenden Gründen hat Herr v. Helmholtz 
auch die Möglichkeit ins Auge gefasst, dem b einen "Werth b,- 
zu ertheilen, der klein gegen Eins ist. Wir wollen uns dann 
ein, wenn auch nicht existirendes, Dielektricum fingiren, in 
welchem J? = bi ist, und dasselbe das ideale Standardmedium 
nennen. 

Natürlich würde dieselbe wahre Elektricitatsmenge, die 
im realen Standardmedium in elektrostatischem Maass gemessen 
gleich Eins ist, im idealen, wo die dielektrische Polarisation 
fehlt, auf eine gleiche in der Distanz Eins befindKche nach 
Pormel 55 nicht die abstossende Kraft Eins, sondern 1/bi 
ausüben. Wir können aber nach Gleichung 56 setzen 
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was wir die Dichte der wahren Elektricitat, nach dem für das 
ideale Standardmedium geltenden elektrostatischen Maasse ge- 
messen, nennen. Alle Gleichungen wären sofort in dieses für 
das ideale Standardmedium geltende elektrostatische Maass 
transponirt, wenn wir in den mit dem Index h versehenen 
Gleichungen am Schlüsse des § 7 setzen h = ]/bi. Es wäre 
jetzt im idealen Medium 6^ = c^, Cp = 0, im realen Standard- 
medium dagegen 6^= biß«,, also bereits sehr klein gegen 6^, 
8p nahe gleich — Bh,. 

l/bj könnte man als die Dielektricitätsconstante des 
realen Standardmediums, bezogen auf das ideale, bezeichnen. 
Es ist dies derjenige Fall, wo die v. Helmholtz'sche Theorie 
wieder mit der MaxweH'schen identisch wird. Die letzte 
Formel v. Helmholtz's (Wiss. Abh. I. pag. 627) gibt in der 
That für jedes endliche k in dem Grenzfall, wo sie sich Max- 
well's Theorie nähert (c^ = co) die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der longitudinalen Wellen unendlich gross. 

Es ist noch ein wichtiger umstand zu erwähnen. Setzen 
wir nun im realen Standardkörper, wo J9 = 1 ist, auch b = 1 , 
so giebt es daselbst keine dielektrische Polarisation; es muss 
also die gesammte elektrostatische Energie gleich dem Poten- 
tiale der flngirten Fernwirkungskräfte sein, welche die wahren 
Elektricitäten auf einander ausüben. Da die zwei wahren Elek- 
tricitätsmengeu e^ und e^ die durch die Formel 54 definirte 
Femwirkung auszuüben scheinen, so ist das Potential aller 
wahren Elektricitat, wenn wir sie in dem für den Standard- 
körper geltenden elektrostatischen Maasse messen: 



f// 






was in der That nach Formel 49 und 50 gleich fTdr ist. 
Wenn die Entfernung zweier Elektricitätsmengen, die sich 
abstossen, wirklich zunimmt, und dadurch entweder sichtbare 
Arbeit geleistet wird, oder lebendige Kraft sichtbarer Be- 
wegung entsteht, so wird nach Maxwell' s Theorie Energie 
des Mediums in sichtbare Energie umgesetzt. Nach unserem 
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Bilde dagegen nimmt das Selbstpotential aller vorhandenen 
Elektricitäten, die, weil wir b = 1 haben, nur wahre sein 
können, genau um ebensoviel ab, als die sichtbare lebendige 
Krafb zunimmt. 

Ertheilen wir aber im realen Standardkörper, wo i> = 1 ist, 
dem b einen anderen Werth, so ist der Unterschied zwischen 
wahrer und freier Elektricität zu machen. Das Selbstpotentiale 
aller vorhandenen Elektricitaten ist nichts anderes, als das der 
freien Elektricitaten auf einander, da die freie Elektricität der 
Inbegriff der wahren und der durch dielektrische Polarisation 
entstandenen ist. 

Zu den Ursachen, warum wir uns'flir die dualistische An- 
schauung entschieden haben, gehört der Umstand, dass dies 
nach derselben unmittelbar klar ist, da ja dann die unver- 
schobene neutrale Elektricität schon dadurch ausgeschlossen 
ist, dass davon in jedem Punkte gleich viel positive und nega- 
tive vorhanden ist, während man nach der unitarischen An- 
schauung die Wirkung der ponderablen Materie zu Hilfe 
nehmen müsste. Das Selbstpotentiale der freien Elektricität 
aber ist unter Beibehaltung desselben Maasssystemes (vergl. 
Gleichung 49): 

dies ist, da (p und 6^ nicht von der Wahl des b abhängen, 
gleich der b-fachen elektrostatischen Energie fTdx. Wird 
von dieser eine gewisse Menge K in sichtbare lebendige Kraft 
verwandelt, so nimmt das Selbstpotential aller Elektricität 
bloss um K.i ab. Die noch fehlende Arbeit (1 — b) K wird 
durch die Kräfte molekularer Natur geleistet, welche sich der 
dielektrischen Polarisation im Isolator entgegenstellen, da sich 
/^^(E^ + ^^ + ä^ bei positivem K vermindert. In der That 
ist die Arbeit dieser Molekularkräfte nach Formel 47, wenn 
man vom vollkommen unelektrischen Zustande ausgeht, 
gleich 

p-^dT{F^ + (22 ^ J23) ^ (1 _ b)/Trfr. 

Diese noch fehlende Energie war also, wie nach der Max- 
well' sehen Theorie, schon vordem als Energie im Isolator vor- 
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banden. Ist b sehr klein gegen die Einheit, so nähert man 
sich dem Falle, dass alle sichtbar auftretende Energie dem 
Isolator entnommen wird. 

Eine weitere Bemerkung ist die folgende. Wenn b ver- 
schwindend klein ist, so verschwindet die freie Elektricitat, 
deren Dichte 



b (dP ,d^,dR\ 
4n\dx dy dxj 



ist, und die wahre ist nahe gleich der durch dielektrische Po- 
larisation erzeugten. Wenn wir mit Bücksicht hierauf die 
Gleichung 16 in der Form schreiben: 

__ dr _d_ V djDP) djDQ) djDE) ! 
4ndt L dx dy d% \ 

L dx dy dx . ]^ 

SO liefert also ihre linke Seite nach Formel 45 die Vermeh- 
rung der Elektricität im Volumelemente dr durch Aenderung 
der dielektrischen Polarisation, die rechte die durch Leitung 
aus diesem Volumelemente weggeführte Elektricität. Ihre 
Summe ist gleich Null. 

Es wird also aus jedem Volumelemente genau soviel 
Elektricität durch Leitimg weggeführt, als durch dielektrische 
Polarisation daselbst hingeschoben wird. 

Die wahre Elektricität kommt also nur dadurch zu Stande, 
dass an gewisse Stellen durch Leitung neutrale Elektricität 
erster Gattung, welche wir Strömungselektricität nannten, hin- 
geführt wird. Daselbst muss dann durch dielektrische Ver- 
schiebung ein gleiches Quantum von neutraler Elektricität 
zweiter Gattung (Verschiebungselektricität) entfernt werden. 
Selbstverständlich muss dafür an anderen Stellen ein gleiches 
Quantum neutraler Strömungselektricität durch Leitung weg- 
geführt werden, und an seine Stelle ein wieder gleiches Quantum 
neutraler Verschiebungselektricität durch dielektrische Polari- 
sation treten. 

Wenn wir also b klein annehmen, so verhalten sich die 
Strömungs- und Verschiebungselektricität wie zwei incompres- 
sible, sich gegenseitig verdrängende Flüssigkeiten, was besonders 
Poincarö ausführlich bespricht. Doch würde man Maxwell 
natürlich missverstehen, wenn man ihm den Glauben an der 
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Realität dieser beiden Flüssigkeiten imputirte; derselbe steht 
ihm ebenso ferne, wie der Glaube, dass die Kraftlinien reale 
Zwimfäden seien. In seiner ersten Theorie verwendet Max- 
well auch ein ganz anderes Bild, das Gordon später weiter 
entwickelte. Letzterer stellte die wahre Elektricität durch das 
Zusammenrücken von Kugeln dar, die sich auf einer unaus- 
dehnsamen Schnur verschieben. 

Es darf übrigens nicht verschwiegen werden, dass man 
im Bilde b nicht exakt gleich Null setzen darf, weil man sonst 
gar keine freie Elektricität bekäme. 

Wir werden später sehen, dass gerade in diesem Falle, 
wo b klein gegen 1 ist, das Bild auch für die Hertz'schen 
Schwingungen noch mit den Consequenzen der Gleichungen, 
welche wir in der ersten Vorlesung entwickelten, übereinstimmt, 
was für andere Werthe von b nicht der Fall ist. Eine genaue 
quantitative Messung dieser Erscheinungen würde also für den- 
jenigen, der sich nicht von vornherein auf den Standpunkt 
der Maxwell' sehen Theorie stellt, ein Mittel geben, den Werth 
von b zu messen, resp. experimentell zu beweisen, dass er 
sehr klein angenommen werden muss, um auch die Erschei- 
nungen der Elektrodynamik richtig wiederzugeben. Ein ge- 
wisser Beweis hierfür Uegt übrigens schon in der üebereinstim- 
mung der elektrostatisch und der aus elektrischen Wellen 
gemessenen Dielektricitätsconstante. (Vgl. hierüber § 28.) 

Wir betrachteten bisher nur immer die Erscheinungen in 
einem einzigen bestimmten Dielektricum. Sind mehrere Dielek- 
trica mit verschiedenen Dielektricitätsconstanten gleichzeitig 
vorhanden, oder variirt B von Punkt zu Punkt, so kommen 
zu den im Vorhergehenden beobachteten Kräften auch noch 
die bisher weni^ studirten Kräfte hinzu, welche ich einmal 
dielektrische Femwirkungskräfte genannt habe. Sie äussern 
sich, wie Maxwell (allerdings von den entsprechenden magne- 
tischen Kräften) gezeigt hat, dadurch, dass die Körper von 
grösserer Dielektricitätsconstante nach Stellen grösserer Feld- 
starken getrieben werden. In unserem Bilde sind es die 
Kräfte, welche von der freien Elektricität auf die durch dielek- 
trische Polarisation auftretende ausgeübt werden. 

Wir nahmen bisher mit Herrn v. Helmholtz an, dass 
die Kraft, welche auf einen Körper wirkt, gleich ist derjenigen. 
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welche auf die im Körper selbst vorhandene wahre Elektricität 
ausgeübt wird, unbeeinflusst durch die dielektrische Polari- 
sation des umgebenden Mediums, was dieser mit folgenden 
Worten motivirt^): 

„Für die Verschiebungen von E im Baume 5, soweit 6 
constant ist, bildet diese neutralisirende Elektricität kein Hin- 
demiss, weil sie überall mitfolgen kann. Die Anziehungskräfte 
also, welche von anderweitig vorhandenen elektrischen Massen 
auf E ausgeübt werden, müssen ebenso gross sein, als wenn 
die E theilweise neutralisirende Elektricität gar nicht vor- 
handen wäre." 

Es könnte jedoch die Wirkung auf jene neutralisirende 
Elektricität im umgebenden Medium Druckkräfte erzeugen, 
welche nach dem archimedischen Principe indirekt bewegend 
auf den Körper wirkten, wie ja in der That ein dielektrisch 
polarisirter Körper in einer ebenso polarisirten Flüssigkeit 
einen Auftrieb erfährt. Aus dem Princip der Erhaltung der 
lebendigen Kraft folgt freilich, dass dieselben auf das bisher 
Vorgetragene ohne Einfluss sind; dagegen kommen sie bei der 
dielektrischen Femwirkung sicher in Frage. Ein vollkommen 
klarer Einblick in diese Erscheinungen kann erst bei Be- 
trachtung der Erscheinungen der sogenannten Elektrostriktion 
gewonnen werden, die wir für eine viel spätere Zeit aufsparen. 
Da aber auch die Druckkräfte der Elektrostriktion bisher nicht 
direkt aus den mechanischen Eigenschaften der Medien, son- 
dern nur aus dem Principe der Erhaltung der lebendigen 
Kraft abgeleitet werden konnten, so ist dieses Princip auch 
hier die eigentliche Quelle aller unserer Schlussfolgenmgen. 

Wäre der Körper, in dem sich die beiden Elektricitätsmengen 
befinden, ein fester, so könnten bewegende Kräfte nur beob- 
achtet werden, wenn man um diejenige Elektricitätsmenge, auf 
welche gewirkt wird, ein kleines Loch in den Körper macht; 
sobald dann dieses Loch mit einer tropfbaren oder gasformigen 
Flüssigkeit gefüllt wird, ist deren Dielektricitätsconstante nur 
dann ohne Einfluss, wenn das Loch die Gestalt eines Cylinders 
hat, dessen Ausdehnung in der Bichtung der Kraft gross gegen- 
über seinen Querdimensionen ist. (Bezüglich des Beweises yergl. 



*) V. Helmholtz, Gesamm. Abh. Bd. I, S. 614. 
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§ 19.) Dann ist also die Kraft dieselbe , wie in dem Falle^ 
wo der umgebende Körper flüssig ist und wo kein weiteres Loch 
erforderlich ist, als das in Folge der Verdrängung der Flüssig- 
keit durch den eingetauchten Körper entstehende. Letzteres 
ergiebt sich, indem man das Loch zuerst mit einer Flüssigkeit 
anfüllt, welche dieselbe Dielektricitätsconstante wie der feste 
Körper hat und dann diesen auch verflüssigt, wodurch seine 
elektrischen und magnetischen Wirkungen nicht geändert werden. 
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§ 14. Betrachtung mit der Zeit unveränderlicher 
äusserer elektromotorischer Kräfte. 

Wir betrachteten bisher den Fall, dass zur Zeit, welche 
wir ins Auge fassen, die äusseren elektromotorischen Kräfte 
zu wirken aufgehört haben, und daher X =^ T= Z ^ ist. 
Wir sahen dann, dass der gesammte übrig bleibende Zu- 
stand sich einer Grenze nähern muss, fiir welche in Leitern 
P = Q = Ä == ist. Diesen bisher betrachteten Grenzzustand 
nannten wir den des elektrostatischen Gleichgewichtes. 

Nun gehen wir zu dem Falle über, dass zwar zur be- 
trachteten Zeit die äusseren elektromotorischen £[räfte nicht 
verschwinden, wohl aber schon lange von der Zeit unabhängige 
Werthe hatten, dass also X, Y, Z nur Funktionen der Coordi- 
naten, nicht der Zeit sind. 

Li Isolatoren sind die äusseren elektromotorischen Kiäfte 
diejenigen, welche an deren Oberfläche die Beibungselektricität 
hervorrufen; auch die Kräfte, welche Pyro- und Piezoelek* 
tricität erzeugen, gehören vermuthlich hierher. Da die Vor- 
gänge, während deren diese Elektricitätsarten erregt werden, 
vollkommen dunkel sind, so wollen wir uns hier mit ihnen gar 
nicht befassen, sondern lediglich die Wirksamkeit der äusseren 
elektromotorischen Kräfte in den Leitern betrachten. In den 
Isolatoren soll daher nach wie vor X= 1"= ^= sein. 

Wir denken uns einen beliebigen Anfangszustand gegeben, 
wobei jedoch die Licht- oder Hertz' sehen Wellen, die sich mit 

Boltzmann, Vorlesungen, IL 5 
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einer Fortpflanzungsgeschwindigkeit von derselben Grössen- 
ordnung wie das Licht ausbreiten, schon abgelaufen sein sollen. 
An Stelle der Gleichungen D treten dann die Gleichungen 33. 
Wir betrachten nun beliebige für ^ = geltende Anfangs- 
bedingungen , die wir kurz die Anfangsbedingungen A nennen 
wollen. Wenn dieselben erfüllt sind, soll nach Verlauf der 
Zeit t sein: 

P = T{f\ q^q{ty a = cc{t) etc. 

Zu Anfang der Zeit war also: 

P = P(o), Q=Q (o), a = a{o) etc. . 

Letztere Gleichungen stellen also die Anfangsbedingungen Ä 
dar. Natürlich sind auch alle Grössen Funktionen der Coordi- 
naten, was wir aber nicht besonders zum Ausdruck bringen 
wollen. Bezeichnen wir mit ^ irgend eine positive Grösse, so 
ist für t=t^: 

P = P{t^), Q = Q {t^), a^ait^) etc. 

Wir könnten die letzteren Gleichungen auch als Anfangs- 
bedingungen auffassen (die Anfangsbedingungen B). Dann 
wäre nach Verlauf der Zeit t: 

P=P{t+ t{), Q = Qit+t^), a = a{t + t^) etc. 

Da alle unsere Differentialgleichungen linear sind, so müssen 
die Differenzen: 

P{t + t{) - P(<), Q{t+ t^) - Q{t), R[t+ t^) - E{t) etc. 

den Differentialgleichungen genügen, wenn darin X= T=Z=0 
gesetzt wird. Sie stellen also die Lösungen dieser Differential- 
gleichungen für diesen Fall dar, wenn zudem die Anfangs- 
werthe gleich der Differenz der von den Bedingungen £ und 
Ä geforderten Werthe sind. Für diesen Fall wurde aber be- 
reits bewiesen, dass nach Verlauf einer sehr langen Zeit in 
allen Leitern P = Q = ^ = sein muss. Es muss also jetzt 
in den Leitern für grosse Werthe von t die Gleichung bestehen: 

P{t +t,)- P(i) = 0. 

Aehnliches gilt natürlich von Q und R, Da diese Gleichung, 
sobald nur t gross ist für jeden Werth von ^, gelten muss, 
so folgt, dass in Leitern P und natürlich ebenso Q und R 
nach Verlauf einer längen Zeit von der Zeit unabhängig, also 
constant werden müssen. Wir nennen den hierdurch bedingten 
Zustand den der stationären Strömung. 
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Der einzige Unterschied zwischen den elektrostatischen 
Erscheinungen und denen der stationären Strömung besteht 
also darin, dass im ersteren Falle in den Leitern P=Q=zB=0 
ist, im letzteren dagegen diese Grössen bloss von der Zeit un- 
abhängig zu sein brauchen. Gemäss den Gleichungen 33 
müssen daher auch die Ableitungen von (p nach den Goordi- 
naten Ton der Zeit unabhängig sein. Für die Isolatoren folgt 
nach wie vor aus der Gleichung 16, dass e«, von der Zeit un- 
abhängig ist. Aus der Gleichung 15 folgt, da D, P, Q, R 
nicht Funktionen der Zeit sind, auch für Leiter, dass e» von 
der Zeit unabhängig sein muss, und da wir Oberflächen- 
Elemente nur als Volumelemente, sei es von Leitern oder 
Nichtleitern, betrachten, folgt dies auch für E^. 

Will man die Gleichung 15, weil D für Leiter zweifelhaft 
ist, nicht verwenden, so folgt für Leiter und an der Grenze 
eines Leiters und Nichtleiters aus 16 und 41 jedenfalls, dass 

de dE 

"und 



dt dt 

von der Zeit unabhängig sind. Sollen daher ly, und E^, 
sich nicht ins Unendliche im gleichen Sinne ändern, was 
schliesslich zu unendlicher tonischer Bewegung, also zu unend- 
licher Energieerzeugung fahren würde, so folgt wieder 

^fi,« dE^ 

also: 

dL(P + X) dL{Q+ Y) dL{R + Z) ^ ^ 
' dx dy dx ' 

Dieselbe Gleichung hätte man direkt durch Differentiation der 
ersten der Gleichungen 34 nach x, der zweiten nach y und 
der dritten nach z und nachherige Addition der so erhaltenen 
Gleichungen gewinnen können. 
Führt man tp ein, so folgt: 

d^f^-x) dL(p--T] dLf^-z) 

58) —^ L + -^ L + — ^^ L ^ 0, 

' dx dy dx ' 

und für die Trennungsfläche zweier Leiter: 
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WO wieder S die Componente des Vektors (X, Z, Z) in der 
Richtung der Normalen n ist. Wenn in der Trennongsfläche 
selbst keine elektromotorische Kraft thätig ist, so redncirt sich 
dies auf: 

Scheidet die Trennongsfläche einen Isolator von einem Leiter, 
so erhalten wir für den Isolator X = Ä = 0, und daher für 
den Leiter unter Weglassung des Index: 

61) ^ - S = 0, 

' an ' 

oder wenn auch S y erschwindet: 

62) ^ = 0. 

Im Innern von NichÜeitem ist (p durch dieselbe Gleichung: 



15a) e«; = — 



K'-H) , ■'{■>'£) . "("i 
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+ -^:j-^ + 



dx dy dx 

die wir schon in der Elektrostatik hatten, und an der Grenze 
zweier Nichtleiter durch die Gleichung: 

40) ^„=J_(i>/_5_2>^^) 

bestimmt, wo €„, und j&«, die unveränderlich gegebenen Mengen 
wahrer Elektricität, oder wo solche fehlt, gleich Null sind» 
An der Grenze eines Leiters und Nichtleiters ist 

An * dn 

fE^do ist die gesammte Elektricität auf dem Leiter. Die 
Normale geht vom Leiter gegen den Isolator. 

Endlich kann (p selbst an der Trennungsfläche keinen 
Sprung machen, da ja sonst seine Ableitungen nach den Coordi- 
naten, also die tonischen Bewegungen, unendlich würden. Nur 
wenn an der Trennungsfläche die äusseren elektromotorischen 
Kräfte X, 7, Z selbst unendlich würden, könnte dies der Fall 
sein. Es wird dieser Fall in der Theorie häufig angenommen, 
nämlich jedesmal, wenn man an der Berührungsstelle zweier 
Körper eine sogenannte constante Potentialdifferenz voraus- 
setzt. Wir betrachten eine solche aber immer als Grenze des 
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Falles, dass in einer sehr dünnen Schicht sehr grosse elektro- 
motorische Kräfte existiren, wovon sogleich auf der nächsten 
Seite die Bede sein soll, und setzen daher vorläufig überall 
Continuität von q) voraus. Darüber, dass durch die Gleichung 
58 und die darauf folgenden Gleichungen und Continuitäts- 
bedingungen €p eindeutig bestimmt ist, vergleiche Biemann's 
Vorlesungen über Schwere, Elektr. und Magn. (bearb. von 
Hattendorf, S. 57 und 68), welcher genau dieselben Glei- 
chungen gewinnt, nur dass er das, was wir als blosses Bild be- 
trachteten, zur materiellen Grundlage ihrer Ableitung benutzt. 

§ 15. Specialisirung des im vorigen Paragraph 

betrachteten Falles. 

Wir betrachten einen speciellen Fall; es sei erstens ein 
beliebiges zusammenhängendes System @ von Leitern gegeben, 
in denen beliebige äussere elektromotorische Kräfte wirken, 
die aber nicht mit der Zeit veränderlich sind. Ein zweites 
beliebiges System verbundener Leiter @^, in dem aber keine 
äusseren elektromotorischen Kräfte thätig sind, werde in ge- 
wissen Punkten mit dem Systeme @ in Berührung gebracht. 
Für das zweite System muss nach Gleichung 58 und 62 im 
Innern überall 

dx dy dx 

und für dessen Oberfläche 

an 

sein. 

Wenn zufällig an allen Berührungspunkten im Systeme @ 
schon vor der Berührung (p denselben Werth c hatte, so ge- 
nügt man diesen Gleichungen, indem man im System @^ überall 
setzt 9 = 0, und es ist dies nach dem citirten Satze Bie- 
mann's auch die einzig mögliche Lösung, abgesehen von einer 
zu (f hinzutretenden in beiden Körpern gleichen Constanten. 

Ein specieller Fall ist der, dass nur ein Berührungspunkt 
existirt; die Lösung für das System ®^ ist dann immer (p = Cy 
gleich dem Werthe des ip im Berührungspunkte. 
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Ganz anders würde sich die Sache gestalten, wenn @^ 
das System @ in mehreren Punkten berührte, in denen ver- 
schiedene Werthe von (p herrschten. Dann müssten elektrische 
Ströme im Systeme @^ entstehen. 

Betrachten wir ein anderes Beispiel: unter @ verstehen 
wir ein System von derselben BeschaflFenheit wie früher; zwei 
Punkte A und B desselben sollen mit je einem anderen Leiter- 
system ©^, resp. @B in Verbindung stehen, welche letztere beide 
ohne äussere elektromotorische Eräfte sind. Ist das System @^ 
im Uebrigen vollkommen isolirt, ebenso ©b, und stehen auch 
©^ und ©B nicht miteinander in leitender Verbindung, so er- 
füllt man die Bedingungsgleichungen für das vereinte System 
©©ii©5j indem man der Funktion (p im ganzen Innern von 
©^ den Werth gp^, ebenso im ganzen Innern von ©^ den con- 
stanten Werth (fß beilegt, wobei (p^ und gpjs die Werthe von 
(p sind, die vor der Berührung in A, resp. B herrschten. Zu 
q) selbst kann natürlich eine additive Gonstante, welche für alle 
drei Systeme denselben Werth hat, hinzutreten. Die Differenz 
(pB — ^A ist aber durch die Beschaffenheit des Systems ©, 
der daselbst herrschenden äusseren elektromotorischen Eräfte, 
und die Lage der Berührungspunkte A und B vollkommen 
bestimmt, und von der Gestalt und Beschaffenheit der ©^ und 
©B unabhängig. 

Es ist dies der bekannte Fall, dass zwei Leiter mit den 
Polen einer galvanischen Batterie verbunden werden; sie er- 
halten dadurch eine gegebene Potentialdifferenz. Es braucht 
kaum erwähnt zu werden, dass dasselbe auch gilt, wenn die 

Berührung zwischen © und ©^ in vielen Punkten A^, A^ 

stattfindet, wenn nur in allen diesen Punkten auf © schon 
vor der Berührung gleiches Potential herrschte. Dasselbe gilt 
auch für ©5. Falls eine durch directe Berührung zweier Leiter 
erzeugte constante Potentialdifferenz überhaupt angenommen 
wird, woUen wir uns dieselbe immer so denken, als ob zwischen 
denselben eine, wenn auch nur sehr dünne leitende Schicht 
von der Beschaffenheit des soeben mit © bezeichneten Leiters 
vorhanden wäre. Wäre eine solche Schicht zwischen den 
früher mit © und ©^ bezeichneten Leitern enthalten, so wäre 
sie einfach zu © hinzuzurechnen. Wir können daher diesen 
Fall immer auf den früher discutirten zurückführen. 
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Wir haben hiermit erst die Gleichungen für dasjenige 
Problem gefunden, welches man als das allgemeinste Problem 
der Mektrostatik zu bezeichnen pflegt. Dieses bezieht sich 
auf den folgenden Fall (I): 

Es sind beliebige Systeme yon Leitern gegeben, die in 
beliebige Isolatoren beliebig eingebettet sind. In den Isola- 
toren können gegebene wahre Elektricitäten vorhanden sein. 
Gewisse Leiter können mit solchen verbunden sein, in denen 
mit der Zeit unveränderliche äussere elektromotorische Kräfte 
herrschen, und die wir wieder © nennen wollen. Doch 
sollen dadurch nie zwei Punkte eines Leiters ®, in denen ver- 
schiedene Werthe von q) herrschten, zum zweiten Mal leitend 
verbunden werden. Es ist dabei sogar der Fall nicht ausge- 
schlossen, dass im Innern eines Leiters @ elektrische Ströme 
vorhanden sind, was immer eintritt, wenn darin Z, T, Z nicht 
die partiellen Dififerentialquotienten einer eindeutigen Funktion 
der Coordinaten sind. 

tn der landläufigen Elektrostatik wird der Leiter @ als- 
dann von der Betrachtung durch die Annahme ausgeschlossen, 
dass er so klein oder so entfernt ist, dass, abgesehen von der 
durch ihn erzeugten constanten Potentialdifferenz, die Zustände 
in seinem Innern und an seiner Oberfläche von keinem Ein- 
flüsse sind. 

Diese Potentialdifferenz y^ — y^ heisst die elektromo- 
torische Kraft jenes Leiters @ zwischen den Punkten Ä und J3. 
Für jedes System in Berührung stehender Leiter muss natür- 
Uch noch die Gesammtmenge der wahren Elektricität gegeben 
sein, welche sich von Anfang an darauf befEuid, und welche 
mit der freien Elektricität zusammenfällt, sobald nur ein Di- 
elektricum vorhanden ist, in welchem i> = b = 1 gesetzt 
wird. 

Der Fall (I) umfasst auch den speciellen Fall, dass ge- 
wisse Leiter durch dünne leitende Fäden ohne äussere elektro- 
motorische Kräfte mit einem ursprünglich unelektrischen Leiter 
verbunden sind, der entweder sehr gross und sehr entfernt ist, 
oder alle im Problem in Frage kommenden Körper umhüllt. 
In allen diesen Leitern muss dann ^ denselben Werth wie in 
dem grossen haben, welcher gleich Null angenommen werden 
kann. Enthält der dünne leitende Faden äussere elektro- 
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motorische Kräfte, so unterscheidet sich (p durch einen con- 
stanten Werth Yon dem Werthe des (p im grossen Leiter. 

Sind die Bedingungen des Falles (I) nicht realisirt, so 
haben wir stationäre Strömung. Doch wurde der allgemeinste 
Fall, dass in einem beliebig gestalteten Leiter beliebige 
äussere elektromotorische Ejräfte wirken, kaum untersucht. 
Man beschränkt sich auf gewisse SpecialfäUe, die in der 
Praxis meist angenähert realisirt sind. 

Hierher gehört zunächst der Fall, dass zwei Punkte von 
verschiedenem elektrostatischen Potentiale A und B eines 
Leiters @, in welchem äussere elektromotorische Kräfte thätig 
sind, noch durch einen anderen Leiter ©' leitend verbunden 
sind, in dem solche fehlen. Das elektrostatische Potential im 
Punkte Ä können wir für beide Leiter immer gleich Null setzen. 
So lange sie sich nicht berühren, soll das elektrostatische Po- 
tential im ersten Leiter den Werth /, im Punkte B desselben 
den Werth /^ = a haben, was wir die elektromotorische Krait 
desselben zwischen Ä und B nennen können. 

Ferner sei t/;' diejenige Function, welche durch die" Be- 
dingungen bestimmt ist, dass im ganzen Innern des Leiters @' 
die Gleichung Aip' = 0, oder wenn L veränderlich ist, 



i^m , 'i'^) . <'^) 



dx ^ dy ^ d% ^' 

und an seiner ganzen Oberfläche, mit Ausnahme zweier unend- 
lich kleiner, die Punkte A und B umgebender Gebiete die 
Gleichung 

erfüllt ist; endlich, dass i/;'^ (der Werth des i/;' im Punkte Ä) 
gleich Null, dagegen t//'^ gleich Eins ist. t// sei eine Function, 
welche dieselben Bedingungen für den Leiter © erfüllt. So- 
bald sich die Leiter berühren, genügt man dann allen Be- 
dingungen, wenn man im Leiter @ setzt: qp «=/ — tJ-t/;, im 
Leiter ©' aber qp = t?-' i^', wobei ^ und ß-' noch zu bestim- 
mende Constanten sind. Die Gesammtmenge der neutralen 
Elektricität, sowohl der positiven, welche in der einen, als 
auch der negativen, welche in der anderen Richtung in der 
Zeiteinheit durch irgend einen Querschnitt des Leiters @ oder 



§ 15. Specialisirung des im yorigen Paragraph betrachteten Falles. 73 

@' fliesst, ist für jeden Querschnitt dieselbe, da ja unseren 
Gleichungen gemäss die neutrale Elektricität wie eine incom- 
pressible Flüssigkeit strömt. Wenn wir den der Richtung der 
Normalen n entgegengesetzten Strom als positiv zählen, so hat 
diese Gesammtmenge nach Formel 20 den Werth: 



'■ = ^/ 



dn ' 



über alle Flächenelemente irgend eines Querschnittes des Lei- 
ters @^ erstreckt. Unter Querschnitt ist natürlich eine Fläche 
zu verstehen, welche den von beiden Leitern gebildeten zwei- 
fach zusammenhängenden Baum in einen einfach zusammen- 
hängenden verwandelt. Das Integrale ist eine nur von der 
Beschaffenheit des Leiters ©' und der Lage der Punkte Ä und 
JB aui' demselben abhängige Grösse. Es hängt nicht von der 
Beschaffenheit des mit den Punkten Ä und £ verbundenen 
Leiters @ und den daselbst thätigen äusseren elektromoto- 
rischen Ejräften ab. Sein Werth soll der reciproke Widerstand 
des Leiters @' zwischen den Punkten Ä und £ heissen, und 
mit 1/w' bezeichnet werden. 

Ebenso findet man für einen Querschnitt des Leiters @: 

wobei S die Componente des Vektors X, Y, Z in der Sichtung n 
senkrecht zu do ist. Die positive Normalenrichtung geht in 
beiden Leitern von der Seite, wo Punkt Ä liegt, gegen die, 
wo Punkt £ liegt. Im Leiter @ muss daher die positive 
Stromrichtung mit der positiven Normalenrichtung überein- 
stimmen. Da vor der Berührung der beiden Leiter kein Strom 
war, und in Q das Potential z herrschte, so muss: 



M^ -')■"■ 



für jeden Querschnitt verschwinden. Da femer für den Punkt £ 
die Funktionen i// und 'i/^' den Werth Eins, dagegen x den 
Werth a hat, so ist ftLr diesen Punkt, der sowohl dem Leiter © 
als auch ©'angehört, tp ^ &' ^ a -- &, Eine etwaige Potential- 
differenz in Folge des Contakts der sich in £ berührenden 
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Metalle wäxe noch zu den in @ wirkenden äusseren elektro- 
motorischen Kräften zu rechnen. Setzen wir daher noch: 

63) fz4^do = ^, 

' j an w 

so erhalten wir: 

. _ ^ _ ^ __ a^ ^' __ a- ^ 
~ w «;' w «?' ' 

das bekannte Ohm 'sehe Gesetz. Die gegenwärtige Ableitung 
dieser Formel erscheint vielleicht übermässig complicirt. Ihr 
Nutzen tritt aber sofort hervor, wenn es sich um die Wirkung 
elektromotorischer Kräfte in nicht linearen Leitern, z. B. den 
beim Hall -Phänomen gebräuchlichen Platten handelt. 

Natürlich erhalten wir auch die sogenannten Kirchhoff- 
schen Formeln für die Stromverzweigung, und es tritt recht 
deutlich hervor, dass deren Giltigkeit nicht auf lineare Strom- 
leiter beschränkt, sondern bloss an die Bedingung geknüpft 
ist, dass die Berührung an einzelnen Punkten stattfindet. 
Da, was schon oft betont wurde, gemäss unseren Glei- 
chungen sich die neutrale Elekricität, wie eine incompressible 
Flüssigkeit bewegt, so versteht es sich von selbst, dass in 
jedem Punkte, wo sich mehr als zwei Leiter berühren, die 
Summe aller eintretenden gleich der Summe aller austretenden 
Elektricität sein muss. 

Betrachten wir femer einen beliebigen aus allen Leitern 

hervorgehobenen geschlossenen Kreis von Leitern ©j, ©2 ®«» 

von denen je zwei sich in einem Punkte berühren. Die Be- 
rührungspunkte seien der Reihe nach: A^^y ^23 ^1» 

^jt sei eine Funktion, welche für den Leiter ©^ eine analoge 
Differentialgleichung und analoge Oberfiächenbedingungen be- 
friedigt, wie früher ^tp und rfj', also im Punkte Ajc-i^h den 
Werth Null, im Punkte ^k, ä + i den Werth 1 hat, und es sei: 



Wjc 



= 1:1 L-^ — do. 
J an 



Femer sei i9*fc_i, k der Werth des (p im Punkte ^k_i, k*, dann 
genügt die Funktion 

der Differentialgleichung und den Oberflächenbedingungen für 
das Potential und hat in den Punkten Ajc^i,k und A, ft + i a^nch 
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die richtigen Werthe, falls in dem Leiter ©^ keine elektro- 
motorische Kraft thätig ist. Ist dagegen eine solche thätig, 
so sei Xk der Werth der Potentialfonktion an irgend einer 
Stelle, wenn derselbe im Punkte A-i, * gleich Null ist und 
alle übrigen Punkte der Oberfläche des Leiters isolirt sind. 
Im Punkte ^ä, k + 1 habe xu den Werth a*. Li unserem Falle 
dagegen sollen die Werthe des Potentials in den Punkten 
4-1, fc und ^fc, fc + i gleich &ic-i,k und tJ-^, » + 1 sein. Daher 
müssen wir dem Potentiale den Werth ertheilen: 

9?fc = ^fc-i,fe + (^fc, fc + i — ^k-i.h — cLki'^k + Xk' 
Da 

für jeden Querschnitt des Leiters wieder verschwindet, so ist 

/d%p^ 1 

Die Summe aller dieser Gleichungen liefert: 2 iicW^ = 2 a^c. 

Wenn in einem Leiter die Leitungsfähigkeit L sehr klein 
gegenüber der sämmtlicher angrenzenden Leiter ist, so ist 
nach der Bedingungsgleichung 60 dtp/dn in allen umgebenden 
Leitern unmittelbar an seiner Oberfläche gleich Null. Der 
Leiter verhält sich also, wie zu erwarten stand, fast wie ein 
Nichtleiter. Wenn man daher auch die Existenz absoluter 
Nichtleiter nicht zugiebt, so sieht man doch, dass ein System 
sehr guter Leiter, wenn es von lauter sehr schlechten um- 
geben ist, sich während langer Zeit fast so verhält, als ob 
es vollständig isolirt wäre. 

Wenn in einem einzelnen von äusseren elektromotorischen 
Eräfben freien Leiter die Leitimgsfähigkeit Z sehr gross gegen- 
über der der Umgebung ist, so ist an seiner Oberfläche 
dffjdn = 0, in seinem Linem Jy = 0, daher tp überhaupt 
constant. 
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Achte Vorlesung. 



§ 16. Beispiele für die Analogie der Elektrostatik und 
der Theorie der stationären Strömung. 

In der Theorie der stationären Strömung durch Flächen 
und Körper pflegt man gewöhnlich anzunehmen^ dass in diesen 
selbst keine elektromotorischen Kräfte thätig sind, dass sie 
aber an zwei Stellen (den Elektroden) mit je einem Körper 
Yon sehr grosser Leitungsfähigkeit verbunden sind. In jeder 
Elektrode hat (p einen gegebenen Werth. Es ergeben sich hier 
zwei Probleme, deren Lösungen stets vollkommen analog sind. 

Das erste lautet folgendermaassen: Der gesammte Baum 
sei von einer beliebigen Zahl von Dielektricis erfüllt, in deren 
Innern sich nirgends wahre Elektricität befindet. In den- 
selben sollen sich zwei nicht in Berührung stehende, von 
äusseren elektromotorischen Kräften freie Leiter, die Conden- 
satorbelegungen, befinden, in denen 9 je einen gegebenen 
Werth hat. Im Innern jedes Dielektricums erhält man nach 
Gleichung- 15 a: 



+ '.•" + '..-"" -0, 



dx dy d% 

für jede Trennungsfiäche zweier verschiedener Dielektrica nach 
Gleichung 40: 

7) ^^1 — 7) ^yp 

^1 dn "" ^0 dn • 

Die gesammte wahre Elektricität auf einer der Condensator- 
belegungen ist: 

64) lF=fs.do=--l^fD^do, 

wobei der Werth von d^fdri im Isolator unmittelbar am 
Oberflächenelemente ^fo zu nehmen ist, und die Normale vom 
Leiter gegen den Isolator hin zu ziehen ist. 

Denken wir uns statt der Dielektrica ein System von 
Leitern verschiedener Leitungsfähigkeit £, statt der Conden- 
satorbelegungen Leiter von sehr grosser Leitungsfähigkeit 
(Elektroden), so erhalten wir genau dieselben Gleichungen, nur 
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dass überall 4 7ri für i> zu schreiben ist. Der Grösse fF 
analog ist die G-rösse: 

/= ^ fz^do, 
J an ' 

welche die Menge neutraler Elektricität darstellt, die in der 
Zeiteinheit aus der betreffenden Elektrode in das Leitersystem 
eintritt, also die Intensität des gesammten durch die betreffende 
Elektrode eintretenden galvanischen Stromes; die Normale geht 
wieder von der Elektrode in das System der anderen Leiter. 

Falls die Werthe von J für beide Elektroden gleich, aber 
entgegengesetzt bezeichnet sind, so fliesst keine Elektricität ins 
unendliche ab, sonst aber zerstreut sich deren algebraische 
Summe ins Unendliche. Wenn die eine Elektrode die andere 
ganz umhüllt, kann natürlich nur der erstere Fall eintreten, 
daher muss in diesem Falle auch die algebraische Summe 
der auf beiden Condensatorbelegungen vorhandenen Elektricität 
gleich Null sein, was auch aus J(p =^ und dem Green 'sehen 
Satze folgt Tritt dieser Fall bei einem Condensator ein, so 
nennt man den Quotienten W/b die Capacität des Gonden- 
sators, wobei b die Differenz der Potentiale an beiden Con* 
densatorbelegungen ist. Der Fall, dass nach der Capacität 
eines einzelnen Leiters gefragt wird, kann immer darauf zurück- 
geführt werden, dass die andere Belegung eine unendlich ent- 
fernte ihn umschliessende leitende Kugelfläche ist, mit der 
auch etwa in der Nähe befindliche zur Erde abgeleitete Leiter 
verbunden zu denken sind. Analog heisst, wenn / für beide 
Elektroden denselben Werth hat (nur entgegengesetzt .bezeich- 
net), der Quotient J/b der reciproke Widerstand 1/w des 
Leitersystems. 

Folgendes begründet noch einen quantitativen Unterschied 
beider Probleme. Beim letzteren kommt es häufig vor, dass 
gewisse Stellen im Räume nichtleitend sind, ja sogar, dass 
die Leiter die Form sehr dünner Flächen oder Drähte haben, 
und der ganze übrige Raum nichtleitend ist. Für jedes 
Flächenelement, welches einen Leiter vom nichtleitenden Baume 
trennt, ist dann dcpjdn im Innern des Leiters, aber un- 
mittelbar an der Oberfläche, gleich Null zu setzen. Der ana- 
loge Fall beim ersten Problem wäre der, dass sämmtliche be- 
trachtete Dielektrica sehr grosse Werte von i>, d. h. sehr 
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grosse Dielektricitätsconstanten gegenüber der Umgebung^ 
hätten. Dies wird kaum irgendwo realisirt sein. 

Dagegen mag schon hier bemerkt werden, dass die Glei- 
chungen für die magnetische Induction genau dieselben wie 
für die dielektrische Polarisation sind, dass daher auch die 
magnetische Induction dieselben Gesetze befolgt, wie die 
stationäre elektrische Strömung, was namentlich in der Elektro- 
technik ausgedehnte Anwendung gefunden hat. Zudem ist 
hier auch die Magnetisirungszahl des Eisens ziemlich gross 
gegenüber der der Luft, so dass man auch die Eisenmassen, 
in denen Magnetismus inducirt wird, in erster Annäherung 
wie Leiter betrachten kann, die sich in einem isolirenden 
Medium befinden. Da sich die Vorgängte vollständig identisch 
abspielen, ist es natürlich, auch bei Dielektricis von der Lei- 
tung der dielektrischen Induction von der einen zur anderen 
Condensatorbelegung zu sprechen, und I) als die dielektrische 
Leitungsfähigkeit zu bezeichnen, welche Ausdrücke in der Lehre 
von der magnetischen Induction bereits allgemein üblich sind. 

Bekanntlich denkt man sich in Dielektricis Curven, welche 
in allen Punkten die Eichtung des Vektors N^ (mit den Com- 
ponenten P, Q,jR) haben. Um zu bestimmen, wie dicht die- 
selben zu ziehen sind, lege man ein Flächenelement do senk- 
recht zu ihrer Richtung. Den Quotienten seines Flächen- 
inhaltes in die Anzahl der hindurchgehenden Curven be- 
zeichnen wir abgekürzt als die Anzahl, welche normal durch die 
Flächeneinheit hindurchgeht. Dieser Quotient sei immer gleich 
dem Produkte B'N^. Die Curven selbst nennen wir die Kraft- 
linien (besser Linien dielektrischer Polarisation). Da im Leiter 
L'F, L-Qj L-R die Stromcomponenten sind, so entspricht 
Richtung und Dichte der Kraftlinien im Dielektricum der 
Stromrichtung und -dichte im Leiter.^) Man sagt daher auch, 
im Dielektricum werden die KJraftlinien geleitet. Wo Elek- 
tricität ein- oder ausströmt, oder in Dielektricis, wo sich wahre 
Elekricität befindet, entstehen oder enden im Leiter Strom-, 
im Dielektricum Kraftlinien. 

Wir betrachten nun ganz specielle Fälle. 

') Sollte die Uebereinstimmung eine numerische sein, so müsste die 
Anzahl, die normal durch die Flächeneinheit geht, gleich DNil4tn sein. In 
der That setzt Maxwell f= DPI4n, aber beim Magnetismus a= Ma, 
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1. (p sei nur Funktion von x\ für ar = sei y = 0, für 
jr = a habe (p den Werth b] wegen 

wird 

hx 
w = . 

^ a 

Handelt es sich um das Problem der dielektrischen Polari- 
sation, so sind die Ebenen x = und x = a zwei leitende 
Condensatorplatten. Die Menge W wahrer Elektricität auf 
der Fläche Q einer der Condensatorplatten ist: 



An a 

«s ist also DQI^Tta die Capacität C des Condensators bei 
beliebiger dielektrischer Zwischenschicht. Ist das reale Stan- 
dardmedium Zwischenschicht, so ist J9 = 1 ; die Capacität ist 
daher Q/Ana. Die durch die Formel 11 gegebene Grösse jÖ 
kann also experimentell als der Quotient dieser beiden Ca- 
pacitäten definirt werden. 

Wäre die Dielektricitätsconstante in dem Medium zwischen 
den beiden Platten sehr viel grösser als ausserhalb, so würden 
•die obigen Formeln auch gelten, wenn die Distanz der Platten 
nicht klein gegen die Dimensionen ihrer Fläche Q wäre. 

Die analogen Gleichungen beziehen sich bei dem Pro- 
bleme der Elektricitätsleitung auf den Fall, dass an Stelle 
^er beiden Condensatorbelegungen zwei sehr gut leitende 
Platten von der Fläche Q treten und der Zwischenraum eben- 
falls eine leitende Substanz ist. Entsprechend der früheren 
Formel für j^ erhält man jetzt für die Stromstärke den Werth: 

a 

entsprechend der Formel für die Capacität C für den reciproken 
Widerstand den Werth: 

65) ± = f = M. 

Die specifische Leitungsfähigkeit L kann daher definirt werden 
als die Elektricitätsmenge, welche durch den Querschnitt 1 
hindurchgeht, sobald auf die Längeneinheit die Potentialdiffe- 
renz 1 entfällt. Hier ist sie im elektrostatischen Maasse ge- 
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messen. In einem anderen Maasssysteme mnss an ihre Stelle 
Lj^ (vgl. Gl. 221i) treten, damit zum Ohm'schen Gesetze kein 
constanter Faktor hinzukommt. 

Bei diesem zweiten Probleme ist die Umgebung gewöhn- 
lich so schlecht leitend, dass die Bedingungen selbst dann noch 
erfüllt sind, wenn Q klein ist, und der Leiter, um dessen 
Widerstand es sich handelt, die Form eines dünnen Drahtes hat. 

2. Die beiden Condensatorbelegungeu, resp. Elektroden, 
seien zwei coaxiale Gylinderflächen. Dann folgt aus Aq> = 0: 

q) = alr + Aj 

wobei a und Ä Constante, r die Entfernung von der Cylinder- 
axe, / den natürlichen Logarithmus bedeutet. Die Potential- 
werthe an beiden Condensatorplatten sind: 

(Pq = alr^ + A und (p^ =^ a Ir^ + A, 

Die Elektricitätsmenge auf einer der Platten ist: 

DQa ^ D((p^-(po)d 

S ist die Länge der beiden concentrischen Cylinder, der Index 
bezieht sich auf den inneren, der Index 1 auf den äusseren 
derselben. Die Gapacität des von beiden Gylindem gebildeten 
Condensators ist daher: 

und analog wäre der reciproke Widerstand eines zwischen 
beiden Gylindem enthaltenen Leiters: 

2nLd 

Ist das umgebende Material genügend schlecht leitend, oder 
von genügend kleiner Dielektricitätsconstante , so braucht 
wiederum 8 nicht sehr gross gegenüber r^ — r^ zu sein. 

3. Für zwei concentrische Kugeln mit den Badien r^ und 
rj wird: 

9P = - + ^^ 

daher die Elektricitätsmenge auf einer der Kugeln ^= B a 
und die Gapacität 

r, — r A ' 
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dagegen die Stromstärke / = 47t aZ und der reciproke Wider- 
stand 

4. Etwas allgemeinere Formeln erhalten wir- wie folgt. 
Seien r und r' die Entfernungen eines beliebigen Punktes P 
der ary-Ebene von zwei fixen Punkten A und -B, welche die 
y-Coordinate 0, aber die ar-Coordinate c, resp. — c haben; 
dann genügt: 



67) 



9=9^— +9'^ 



wenn g und g' Constanten sind, wieder der Gleichung Jy = 0. 

Die Gleichung q> = const. re- 

ducirt sich dann auf r = ar'. 

Die Curven gleichen Poten- 

tiales in der a?y-Ebene sind 

also Kreise. 

Bezeichnet man mit M 
den Mittelpunkt eines solchen 
Kreises (Fig. 1), mit (7 und I) 
dessen Durchschnittspunkte mit der Abscissenaxe, so fijidet 
man leicht: 







Fig. 1. 




OC=c 



a 



1 — a 1 — a* 



69) OC'OD = OA^, ÄM'BM=C]tP. 

Diese Ansätze liefern direkt die Strömung der Elektricitat in 
einer kreisförmigen Platte, deren unendlich gut leitender Band 
die eine Elektrode ist, 
während die andere ein 
unendlich kleiner ex- 
centrischer Kreis vom 
Centrum A ist. Die 
zweite der Belationen 
69 liefert dann den 
Punkt B. Aus diesen 
Gleichungen kann aber 
auch die Strömung be- 
rechnet werden, wenn 
die zweite Elektrode ein ebenfalls endlicher E[reis ist. Liege 




Fig. 2. 



Boltzmann, Vorlesungen, II. 



6 



82 Achte Vorlesung. 

dieser ganz innerhalb der ersten Elektrode und schneide den 
gemeinsamen Durchmesser in den Punkten C7j und B^ (Fig. 2), 
dann können immer die Punkte Ä, B und so gewählt werden, 
dass, bei Annahme des Werthes 67 für qp, beide Kreise Curven 
gleichen Potentiales sind. Die erste der Relationen 69, auf 
beide Kreise angewandt, liefert OCOB = OC^-OB^^ daher: 

Die Punkte A und B ergeben sich dann aus Ä^ = OC'OB. 
Die Potentialdifferenz an beiden Elektroden ist: 

Die Stromstärke bleibt dieselbe, als ob Ä und B unendlich 
kleine Elektroden wären, sie ist also: 

wobei S die Dicke der Platte ist. 
Der Widerstand aber ist: 



w = 



j BCi'AD 



2ndL ÄGi'BD 

Die Capacität eines Condensators, der aus zwei geraden Kreis- 

cylindem mit parallelen, aber nicht zusammenfallenden Axen 

besteht, ist daher, wenn die beiden Kreise der Fig. 2 die 

Querschnitte der beiden Cylinder sind: 

Dd 

^,BG,^ÄD ' 



AGi'BD 

Die Formeln können auch dem Falle angepasst werden, 
dass in einer unendlichen leitenden Platte zwei aus einander 
liegende kreisförmige Elektroden vorhanden sind. Der Quer- 
schnitt würde dann durch Fig. 3 dargestellt. Angewandt auf 
ein Dielektricum würden sie dann dem Falle entsprechen, dass 
die beiden Kreiscylinder ganz aus einander liegen. Hier 
brauchen nicht die beiden Cylinder mit gleichen Elektricitats- 
mengen geladen zu sein, während früher auf der inneren Fläche 
des äusseren Cylinders dieselbe Elektricitätsmenge wie auf der 
Oberfläche des inneren sitzen musste. 

Die Lösung eines anderen praktisch wichtigen Problems 
erhalten wir, wenn wir setzen: (p=ffl{rr) +y. r und r haben 
dieselbe Bedeutung wie sub 4, worauf sich Fig. 1 bezieht, der 
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in der Figur gezeichnete Kreis ist wieder derjenige, für welchen 
r = ar' ist. 

Für den normal zu diesem Kreise genommenen Diflfe- 
rentialquotienten des (p findet man leicht 

dg) __ g(l— g') _ g 
dn 2.0Ä,a GM^ 

da 

AG AD AM GM 



a = 



BG BD GM "^ BM 



ist.^) Wir bezeichnen den Einströmungspunkt B in der un- 
endlichen Ebene als das Bild des Einströmungspunktes A. 
Sei ausserdem noch ein zweiter Punkt Ä^^ innerhalb desselben 
Kreises gegeben, durch den gleich viel Elektricität ausströmt, 




Fig. 3. 

als durch den Punkt A oder durch den Punkt B einströmt, und 
zeichnen wir wieder das Bild £^ , durch welches nochmals die 
gleiche Elektricität ausströmen soll^ und dessen Lage dadurch 
definirt ist, dass es auf der Geraden MA^ in der Entfernung : 

von M liegt. 

Wenn die vier Elektroden A, B, A^, £^ in der unend- 
lichen Ebene gegeben sind, so wird der Werth des cp in irgend 
einem Punkte P (dem Aufpunkte) 

f f 



1) Setzt man nämlicli C M = Z) Jf = r, OM = z, AM=i, so wird 

AC c+r—x r—^ AD x+r — e r+^ 



BC c-r-hx r^l^-r'BD x + r + e r^H+r' 

6* 



jt' = r* + c*. 



I 



rir{ 
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wobei r^PA, r' = P£, r^ = PA^ , r/ = PJB^ ist. Als- 
dann wird für die gesammte Peripherie des Kreises 

d_^ _ 

dn """' 

und man erhält also die Strömung der Elektricität durch eine 
begrenzte kreisförmige Platte, wenn A und A^ zwei Elektroden 
Yon sehr kleinen Badien Qq und q^ sind. Die Potentialdiffe- 
renz ist: 

die Stromstärke ist J= 2nZffS, daher ist der Widerstand 



w = 



^ ^ ^ A -D A -D \ 



2n Ld Qq,Qi , ÄiBi ,ÄB 

S ist die Dicke der Platte.^) 

Für Dielektrica würde dies die Ladung zweier dünner 
Drähte in einem cylindrischen Dielektricum darstellen. An 
Stelle der Elektroden würden die Querschnitte der Drähte, an 
Stelle des grossen Kreises der Querschnitt des Cylinders treten, 
welcher von einem Dielektricum mit viel kleinerer Dielektri- 
citätsconstante umgeben sein müsste, was offenbar keinem 
praktisch realisirbaren Falle entspricht. 

Eine ganz andere Bedeutung hat das in gleicher Weise 
construirte Bild eines Punktes in der Theorie der Elektricitäts- 
vertheilung auf Kugelflächen. Bedeutet nämlich r und r jetzt 
die Entfernung eines beliebig im Räume gelegenen Punktes P 
von zwei Punkten A und P der Abscissenaxe, welche die Ab- 
scissen c und — c haben, und setzen wir 

yffo ttj g und g' wieder Constanten vorstellen, so stellt die 
Gleichung r = ar' eine Kugelfläche dar, auf welcher (p con- 
stant gleich g' ist. Wenn also in A eine beliebige Elektricitäts- 
menge g und in dem Bude B die Elektricitätsmenge 

__£___ GM __ __ B_G^ 
a " ^ AM ~ ^ AG 



») Vgl. Kirchhoff, Ges. Abh., S. 11. 
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sich befindet, so ist die ganze Eugelfläche eine Fläche gleichen 
Potentiales, und zwar hat darauf das Potential denselben Werth, 
wie in unendlicher Entfernung. M ist der Mittelpunkt der 
Kugel, C der dem Punkte B zugewandte Durchschnittspunkt 
derselben mit den Abscissenaxen. Es liefert also dieser An- 
satz die Elektrisirung einer leitend mit der Erde verbundenen 
Kugel durch eine in einem Punkte concentrirte Elektricitäts- 
menge.^) 

§ 17. Andeutungen über das Verhalten der Stellen, 
wo die äusseren elektromotorischen Kräfte ihren Sitz 

haben. 

Es war ursprüngUch meine Absicht, an dieser Stelle noch 
einige specielle Fälle, so die Elektricitätsvertheilung auf zwei 
leitenden Kugeln und das Problem des Gondensators von end- 
Ucher Plattendicke, zu behandeln, dessen zuerst von Kirch- 
hoff gegebene Lösung leicht von der Beschränkung frei ge- 
macht werden kann, dass die Platten kreisförmig sind, wenn 
nur der Krümmungsradius der Plattenperipherie überall gross 
gegen die Plattendicke und Plattendistanz ist. Doch die Anzahl 
der Fragen, die speciell die Maxweirsche Theorie und deren 
Zusammenhang mit der älteren betrefiFen, ist noch so gross, 
dass ich lieber wieder zu ihnen zurückkehren will. 

Eine derartige Frage ist die über die Beschaffenheit der 
äusseren elektromotorischen Kräfte. Obwohl über dieselben 
wenig bekannt ist, so trägt es doch zur Versinnlichung bei, 
noch einige Resultate unter bestimmten, wenigstens nicht un- 
wahrscheinlichen Voraussetzungen abzuleiten. 

Wir beginnen mit einem rein formellen Uebungsbeispiele. 
Der ganze Baum sei mit einer einzigen homogenen, leitenden 
Substanz erfüllt, die zu Anfang vollkommen unelektrisch und 
unmagnetisch und ohne äussere elektromotorische Kräfte war. 

Von # = an seien folgende unveränderliche äussere 
elektromotorische Kräfte thätig. Zwischen ar = und x = a 
sei X = f{x)y Y=Z=0, Wegen der Symmetrie kann dann 



^) Vgl. Thomson, pap. on electrostat. Liouv. j. 1845, 1847. Max- 
well treat. chapt. XI. etc. 
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keine Grösse Funktion von y und z werden. Auch muss 
Q = Ä=:^ = ;/ = bleiben. Die Gleichung D liefert 

dt "• 

Es wird also auch a gleich Null bleiben. Die Gleichung C 
liefert: 

daher 



P=(e""'^*-l)/-(x). 



Sobald die Exponentielle genügend klein geworden ist, haben 
wir P = für a: < und a: > a, P = — f[x) zwischen diesen 
Grenzen. Es hat sich dieser Zwischenraum mit wahrer Elek- 
tricität geladen, deren Dichte 

ist. Die gesammte Menge der wahren Elektricität zwischen 
ar = und X = a ist gleich Null, da f{x) mit dem Werthe 
Null beginnt und endet. Jeder plötzliche Sprung von/(ar) muss 
als rascher, aber continuirlicher Uebergang aufgefasst werden, 
da sonst %^ exakt gleich unendlich würde. 

Es existirt ein elektrostatisches Potential, das fiir or < 
einen constanten Werth K hat; für < ar < a hat es den 
Werth: 

X 



für ar > a ist es wieder constant gleich: 

a 


Ist a sehr klein, so nennen wir dies eine verwaschene 
elektrische Doppelschicht. Die elektromotorische Kraft ist 

a 

Cf[x)dx. 

Die Bedingung, dass der Körper unbegrenzt sei, ist dann nicht 
nothwendig; es genügt, dass alle seine Dimensionen gross gegen 
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a sind. Auch werden dieselben Gleichungen angenähert gelten, 
wenn die Doppelschicht die Gestalt einer krummen Fläche hat, 
nur tritt dann deren Normale an die Stelle der ar-Aie. 

Wenn speciell f{x) von x = bis ar = J sehr rasch zu- 
nimmt , dann constant gleich h bleibt, dann von x = a — S 
bis X = a wieder rasch bis Null abnimmt, so sind nur die 
beiden Ebenen x = und x = a mit der Flächendichte ^Lbj^it 
geladen. Dazwischen ist das elektrostatische Potential K + x,h. 
Man könnte dies eine scharfe Doppelschicht nennen. 

In den meisten Fällen können wir uns die Wirksamkeit 
der äusseren elektromotorischen Kräfte durch eine den be- 
treflfenden Leiter @ in zwei getrennte Theile zerschneidende 
Doppelschicht ersetzt denken. Es kann dann der in § 15 
erwähnte Leiter ©^ den Leiter © in beliebig vielen Punkten 
des einen, der Leiter ©^ in beliebig vielen Punkten des anderen 
Theiles berühren. 

Wir gehen nun zu einem allgemeineren Fall über. Wir 
haben einen beliebigen Leiter. Es soll eine eindeutige, von der 
Zeit unabhängige Funktion x existiren, die für jeden Punkt 
desselben einen bestimmten Werth hat, und es soll sein: 

70) X=4^, 7 = 4f, Z^'^ 



dx ' dy ^ dx ' 

Wir warten ab, bis die elektromagnetischen Wellen ver- 
laufen sind, also der Zustand aphot geworden ist Dann muss 
nach Gleichung 33 sein: 

^-■""5^' ^-""d^' ^"""""d^- 
Wenn L und 1) constant sind, liefert die Gleichung 16a 

jP ,^ + 4i7tL A(p = 4nZ Jx j 
daher 

J(pr= Jx + ^e ^ , 

wobei O eine aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende 
Funktion der Coordinaten ist. Solange das letzte Glied be- 
merkbar ist, ist die Elektricitätsbewegung zwar aphot, aber 
noch nicht stationär geworden. Für grössere Werthe von Z 
kann auch wohl der Beginn des aphoten Zustandes mit dem 
des stationären zusammenfallen. Jedenfalls muss aber endlich 
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stationäre Strömung oder statisches Gleichgewicht eintreten. 
Dann ist alles von der Zeit unabhängig und man hat daher 
J(p = Jx- Sind Z und D Funktionen der Coordinaten, so 
ergiebt sich für den aphoten Zustand: 



71) 



1 d 



d 



471 dt [ dx 



dx dv "^ dx 



+ 



dlL 



(■ 



d 



dlL 



dx 



El'.'' 



dy I , V dx ) 

dy dx 



m^t 



dx 
dx 



m^±'M 



dx ' dy ' dx 

Für den stationären Zustand folgt aus Gleichung 58: 



72) 



HD^iHl)^ 



dq> 
dx 



) 



dx 



dy 



dx 



dL 



dx 

dx 



dx 



)^ML 



dy 



^\ d (l ^] 

dyl _j__ \ dx] 



dx 



Ist der Leiter rings von Nichtleitern umgeben, so liefert 
die Gleichung 61 im stationären Zustand für jedes Ober- 
flächenelement: 
Y3\ d(p dx 



dn 



dn 



Nach dem schon früher erwähnten Satze der Potentialtheorie 
folgt aus den Gleichungen 72 und 73 9p=;^ + con8t. Es 
wird also jedes Volumelement des Leiters sich mit wahrer 
Elektricität von der Dichte: 



47r 



d 



i"^) , -(^5) , ^ 



["^ 



dx 



dy 



dx 



laden. 

Wenn sich der Index 1 auf das umgebende Dielektricum 
bezieht, und die Normale n vom Leiter gegen das Dielektri- 
cum hingezogen wird, so ist an jedem Oberflächenelement des 
Leiters, solange man sich noch im Leiter befindet, (f ^x 
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+ const., und die Oberflächendichte der wahren Elektricität ist 
daselbst: 



471 \ an ^ dn ] 



Die Constante bestimmt sich, wenn die gesammte wahre Elek- 
tricitätsmenge im Leiter gegeben ist und (p im Unendlichen 
verschwinden soU. 

Wir betrachten folgende specielle Formen von x» Es 
seien die äusseren elektromotorischen Kräfte so im ganzen 
Leiter vertheilt, dass in dem ganzen Baum zwischen dessen 
Oberfläche und einer von derselben überall endlich abstehenden, 
ganz im Innern des Leiters verlaufenden, vollkommen ge- 
schlossenen Fläche F die Funktion x constant ist, so dass 
man von der Oberfläche des Leiters an die Stellen, wo x "^©r- 
anderlich ist, nicht gelangen kann, ohne eine endliche Strecke 
zu passiren, auf welcher x constant ist. Dann muss auch (p 
zwischen der Oberfläche und der Fläche F constant sein. 

Diese Bedingung ist dieselbe, als ob gar keine äusseren 
elektromotorischen Kräfte im Innern des Leiters vorhanden 
wären. Die Wirksamkeit derselben macht sich also nur im 
Momente ihres Entstehens dadurch bemerkbar, dass eine ge- 
wisse Menge wahrer Elektricität in das Innere gezogen und 
zur Neutralisation der äusseren elektromotorischen Kräfte ver- 
wendet wird. 

Eine andere specielle Form von x wäre folgende: In zwei 
Partien ©^ und ©^ des Leiters sei x constant gleich ;^^, resp. xb* 
Dazwischen liege eine Schicht @, die rings an die Oberfläche 
des Leiters reicht, und worin x variabel ist. Dann zeigen 
diese beiden Partien genau die Eigenschaft der in § 15 ebenso 
bezeichneten Leiter. Das Charakteristische ist, dass es in @ 
nirgends stationäre elektrische Ströme geben kann. 

§ 18. Wirkung äusserer elektromotorischer Kräfte in 

einem ringförmigen Leiter. 

Ein dritter specieller Fall ist der, dass x öine mehrdeu- 
tige Funktion der Coordinaten ist. Dies kann nur stattfinden, 
wenn der Leiter einen mehrfach zusammenhängenden Baum 
bildet, da X, Z, Z jedenfalls eindeutig bestimmt sein müssen. 
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Wir wollen nur einen zweifach zusammenhängenden, also ring- 
förmigen Baum betrachten. Zu beiden Seiten eines Quer- 
schnittes desselben können dann die beiden Werthe von Xi 
die man durch einen Umgang um den Bing erhält, nur 
um eine Constante y erschieden sein, die k heissen mag, da 
ja alle Diflferentialquotienten von x eindeutig und continuir- 
lich sind. 

(p muss für den stationären Zustand wieder den Be- 
dingungen 72 und 73 genügen, aber es muss eindeutig sein, 
da seine Fortsetzung ausserhalb des Binges auch die dort 
herrschenden Werthe von P, Q, R nach Formel 33 liefern 
muss, und q) nirgends einen plötzlichen Sprung machen darf. 
Es gibt dann jedenfalls eine und (abgesehen von einer addi- 
tiven Constante) nur eine Funktion Xv welche im Innern des 
Binges die Gleichung erfüllt: 

dx dy dx ' 

auf der Oberfläche des Binges die Gleichung: 



dn 



= 0, 



und deren sämmtlichen Ableitungen durchwegs continuirlich sind, 
während die Funktion ;^i selbst sonst ebenfalls überall continuir- 
lich ist, nur dass ihre Werthe zu beiden Seiten einer Schnitt- 
fläche des Binges um die Einheit verschieden sind. Dies folgt 
unmittelbar aus dem mehrfach citirten Biemann'schen Satze, 
wenn man den Bing wirkUch durch die Schnittfläche in einen 
einfach zusammenhängenden Baum verwandelt. 

Wenn Z constant ist, stellt Xi das Geschwindigkeits- 
potential einer incompressiblen, rotationslosen Flüssigkeit dar, 
die im Binge strömt. Man kann dann setzen <p = x — ^Xi' 
Die Funktion y erfüllt dann in der That die Bedingungen 
72 und 73 und bleibt auch im ganzen Binge eindeutig. Es 
gilt von der Funktion (p dasselbe wie im Vorhergehenden, sie 
giebt eine Ansammlung von wahrer Elektricität im Innern und 
an der Oberfläche des Binges, welche die äusseren elektro- 
motorischen Kräfte zwar nicht vollständig compensirt, aber 
doch bewirkt, dass die Strömung in jedem Punkte des Binges 
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nur mehr vom Werthe der Constanten k abhängt. In der 
That ist nach den Gleichungen 23: 

^ \'/ \ dx dxj dx 

Analoge Werthe gelten für q und r. Xi aber ist nur von der 
Gestalt des Einges und der Vertheilung der Leitungslähigkeit 
daselbst abhängig. 

Die gesammte Stromstärke ist: 

J dn 

wobei die Integration über einen Querschnitt des Ringes zu 
erstrecken ist. Wenn der Ring aufgeschnitten wäre, so wäre 
k die Differenz der Werthe des qp zu beiden Seiten der 
Schnittfläche. Es ist also gp die elektromotorische Kraft und 



/ 



L-^do 

dn 



der reciproke Widerstand des ganzen Ringes, was mit Glei- 
chung 63 {§ 15) übereinstimmt. Dasselbe Resultat hätte man 
auch noch nach einer später zu besprechenden Methode (§ 26) 
finden können, indem man y durch Bildung des Integrals 
f{Pdx + Qdy + Rdz) für jeden Stromfaden eliminirt hätte. 
Auch in dem in dieser und der vorhergehenden Vor- 
lesung betrachteten Falle, dass X, J", Z zwar nicht verschwinden, 
aber von der Zeit unabhängig sind, kann man sich über- 
zeugen, dass die gefundenen Integrale unabhängig von der 
Art und Weise, wie sie gewonnen wurden, den Grund- 
gleichungen ohne jede Vernachlässigung genügen. Falls keine 
stationären Ströme vorhanden sind, können dabei cc^ß^y ent- 
weder gleich Null oder die partiellen Ableitungen einer be- 
liebigen Funktion der Coordinaten nach diesen sein. Findet 
dagegen stationäre Strömung statt, so sind die Grössen a, /9, / 
nicht von P,Q,R unabhängig, und der Beweis, dass die Funda- 
mentalgleichungen ohne Vernachlässigung erfüllt sind, kann 
nur mittelst Zuziehung der Werthe von «,/?,/ geschehen, 
welche wir in den folgenden Paragraphen finden werden. Er 
ergiebt sich ohne jede Rechnung, da ja alle in den gefundenen 
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Integralen vorkommenden Grössen von der Zeit unabhängig 
sind, und daher in den Fundamentalgleichungen die Glieder, 
welche wir bei Gewinnung unserer Integrale als sehr klein 
vernachlässigt haben, absolut verschwinden, sobald man die 
Integrale in die Fundamentalgleichungen substituirt. 



Nennte Vorlesung. 



§ 19. Magnetische Erscheinungen, im Falle dass elek- 
trische Erscheinungen entweder ganz fehlen, oder sich 
bloss auf elektrostatische beschränken. 

Wir haben bisher die Grössen u^ß^y aus den Gleichungen 
eliminirt. Es entsteht nun die Frage, in welchen Fällen diese 
Grössen von Null verschiedene Werthe annehmen, und zu 
welchen Erscheinungen dies Veranlassung giebt. 

Aus den allgemeinen Gleichungen B folgt, wenn man die 
erste nach x, die zweite nach y, die dritte nach z differenzirt 
und sie dann addirt, ganz allgemein: 

„.. _d_ r d(Ma) d{Mß) djMr) 

^ dt [ dx "^ dy '^ dx 

Wenn zunächst bloss elektrostatische Erscheinungen ohne 
elektrische Ströme vorhanden sind, so ist keine Grösse mit der 
Zeit veränderlich; zudem verschwinden in Leitern die Grössen 
P + Xj Q + r, R + Z\ daher sind nach c die Grössen u^ß^y die 
partiellen Ableitungen einer Funktion nach den Coordinaten, 
und wir können setzen: 

oo \ ^W o dw dw 

' dx ^ ^ dy ^ ' dx 

Stellen wir uns bloss auf den Standpunkt der mit römischen 
Buchstaben bezeichneten Gleichungen, so erhalten wir also: 



= 0. 



75) d 



dt 



dx dy dx 



= 0. 



Es folgt daher, dass die Grösse in der eckigen öammer, 
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welche wir die Dichte des wahren Magnetismus nennen und 
mit fju, bezeichnen wollen, mit der Zeit durchaus unveränder- 
lich ist, woraus wieder nach dem citirten ßi em an n' sehen 
Satze sich ergiebt, dass auch t// nicht Funktion der Zeit sein 
kann. Denn im Unendlichen muss ^ifj constant (wir können 
sagen gleich Null) sein, und Trennungsschichten fassen wir als 
continuirliche üebergänge auf, für welche die Gleichung 75 
ebenfalls gilt. 

Falls also \fß überhaupt Funktion der Coordinaten sein 
soll, müssen die betreffenden wahren Magnetismen schon von 
aller Ewigkeit her bestanden haben, oder es müssten zu irgend 
einer vorhergegangenen Zeit unsere Gleichungen nicht gegolten 
haben. Dadurch könnte in gewissen Körpern (den Stahl- 
magneten) wahrer Magnetismus entstanden sein, und dieser 
müsste so lange fortbestehen, bis wieder eine Zeitperiode 
kommt, wo die Gleichungen ungiltig werden. Die Gleichungen 
sind dann vollkommen analog mit denen für Dielektrica, nur 
dass M,cc,ß,y,rlJ an Stelle von DyP,Q,B,(p treten. 

Wir können daher die magnetischen Erscheinungen wieder 
versinnlichen, indem wir annehmen, dass ein positives und 
ein negatives magnetisches Fluidum existirt, welche sich in 
den Körpern gerade so verhalten, wie die Verschiebungs- 
elektricität in den Dielektricis. Das Analogen der strömenden 
Elektricität fallt aber beim Magnetismus vollständig fort. 
Ujß^y sind die Kräfte, welche auf die Einheit des wahren 
Magnetismus wirken. 

Für permanente Magnete unterscheidet sich dieses Bild 
von der landläufigen Theorie, nach welcher in solchen die 
Magnetismen sehr schwer beweglich sind, insofern, dass der wahre 
Magnetismus (natürlich immer gleich viel positiver und nega- 
tiver) irgend einmal hineingekommen ist, während der darin ent- 
haltene neutrale Magnetismus denselben Gesetzen, wie im 
weichen Eisen, gehorcht. Man nähert sich der landläufigen 
Theorie mehr, wenn man in Stahlmagneten M sehr nahe gleich 
Eins annimmt, so dass daselbst der neutrale Magnetismus fast 
unbeweglich wird, die Luft als unmagnetisirbar vorausgesetzt. 
Natürlich waren dann zur Erzeugung eines kräftigen per- 
manenten Magnetismus, welche ja ohnedies in eine Zeitperiode 
derUngiltigkeit unserer Gleichungen fiel, enorme magnetisirende 
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Kräfte erforderlich. Gerade so wie früher die scheinbare Fem- 
wirkung zweier gegebener wahrer Elektricitäten dem jÖ, also der 
Dielektricitätsconstante, verkehrt proportional war, so ist jetzt 
die zweier gegebener Mengen wahren Magnetismus dem Jlf ver- 
kehrt proportional, und wir können die Grösse -äfnach Quincke 's 
Vorgang die Dimagnetisirungsconstante nennen, da sie der 
Dielektricitätsconstante vollkommen analog ist. 

In der Elektrostatik waren die elektrischen Kräfte P, Q, H 
natürlich von dem Werthe der damals angenommenen Zahl b 
vollkommen unabhängig. Die dielektrischen Polarisationen 
aber, welche wir uns im Innern der Dielektrica vorstellten, 
waren davon abhängig; sie waren im Standardmedium z. B. 
gleich Null, wenn wir daselbst D = i = 1 annahmen. Genau 
dasselbe gilt auch in der Lehre vom Magnetismus. Wir 
müssen da eine dem b analoge Zahl nt wählen und verstehen, 
auch wenn die Gleichungen 33 m nicht erflillt sind, unter der 
Dichte des freien Magnetismus die Grösse: 

orr \ VX 1 da . dß , dy\ 

' ' 471 V dx dy d% } 

während wir 



15m) nw = 



4 7E 



d{Moi) , d{M^ . d{Mr) 
————— -+- -+— — ^— — — 

dx dy d% 



die von m unabhängige Dichte des wahren Magnetismus nennen. 
In unserem speciellen Falle, wo die Gleichungen 33 m 
gelten, wird: 



m 



35in ,,= _^J^, 



4 n 



15am) ri^= — 

4 TT 



(«4^) , <'(«4f-) , "(«4^) 



+ — ."' + 



dx dy dx 

Auch die magnetischen Kräfte a, ß, y sind von nt unabhängig, 
nicht aber die magnetischen Polarisationen, welche wir uns im 
Innern der Körper denken. Wir bezeichnen die Gleichungen 
stets mit derselben Ziffer, wie die entsprechenden der Elek- 
tiicitätslehre und deuten nur durch ein angehängtes m die 
Beziehung auf den Magnetismus an. 

Sprechen wir immer nur von der Richtung der Abscissen- 
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axe, 80 ist das magnetische Moment der Volumeinheit ent- 
sprechend der Formel 46 gegeben durch 

Aa^\ M-m 
4om) — a. 

Denken wir uns m verschwindend, so dass die gesammte magne- 
tische Arbeit magnetische Polarisationsarbeit ist und kein 
Glied existirt, welches der Veränderung eines Formwirkungs- 
potentiales entspräche, so verwandelt sich das magnetische 
Moment der Volumeinheit in die Grösse, deren 4;rfaches Max- 
well die magnetische Induction nennt und mit a bezeichnet. 
Dieselbe ist für Luft, wo ^= 1 ist, 

üi = a, 

für einen anderen Körper 

a = Ma. 

Nimmt man dagegen an, dass die Luft magnetisch un- 
polarisirbar sei, und will man nur das magnetische Verhalten 
der übrigen Körper gegen Luft durch deren magnetische Polarisir- 
barkeit erklären, so hat man m = 1 zu setzen. Das magnetische 
Moment der Volumeinheit, welches man alsdann erhält, nennt 
Maxwell die Intensität der Magnetisirung und bezeichnet sie 
mit Ä. Dieselbe ist für Luft Jj = 0, für andere Körper: 

. M- 1 

A = — a. 

4n 

y. Helmholtz nennt die Grösse Ä einfach das magnetische 
Moment der Volumeinheit, bezeichnet sie mit A und setzt sie 
gleich &a. Es ist also: 

75) ^ = MfLL^ M=l+47t& 

und daher 

76) a + 4:7t Ä = a. 

Diese Gleichung ist einer physikalischen Interpretation 
fähig. Ist ein Magnetpol von der Intensität 1 in eine Flüssig- 
keit getaucht, so wirkt darauf einfach die Kraft a. Dies ent- 
spricht vollkommen der v. Helmholtz 'sehen Annahme, dass, 
wenn ein mit wahrer Elektricität geladener Körper in eine 
Flüssigkeit taucht, die in der Abscissenrichtung darauf wirkende 
Kraft einfach gleich P multiplizirt mit der wahren Elektricität 
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desselben ist, da die durch dielektrische Polarisation um ihn 
herumgeschobene Hülle überall mitfolgen kann. Befindet sich 
der Magnetpol von der Starke 1 aber im Innern eines festen 
Körpers, so muss, damit überhaupt eine Kraftwirkung zur 
Beobachtung gelangen kann, rings um denselben ein Loch 
gebohrt werden. Da ist nun a nur dann die Kraft, welche 
auf einen Magnetpol von der Stärke 1 in der Abscissen- 
richtung wirkt, wenn das Loch die Gestalt eines in dieser 
Richtung sehr stark verlängerten Cylinders hat, da dann die 
an beiden Endflächen des Cylinders durch magnetische Polari- 
sation ausgeschiedenen Magnetismen auf den Pol von der 
Stärke 1 eine verschwindende Wirkung ausüben. Die auf der 
Mantelfläche etwa erscheinenden Magnetismen aber können 
ebenfalls in der Richtung der Abscisse keine Wirkung ausüben. 

Ganz andere Consequenzen erhielte man, wenn das Loch 
umgekehrt die Gestalt eines Cylinders hätte, dessen Axe pa- 
rallel der Abscissenaxe, aber sehr kurz gegen den Querschnitt 
wäre. Das Loch ist natürlich mit dem Standardmedium (Luft) 
gefüllt zu denken. Dann würde, unter der Annahme, m = 1, 
in der Luft im Innern des Loches keine magnetische Polari- 
sation vorhanden sein. Li der unmittelbaren Umgebung aber 
hätte die Yolumeinheit das magnetische Moment Ä. Dies hätte 
denselben Effekt, als ob die Basis des cylindrischen Loches, 
welche wir vom Magnetpol aus gegen die negative Abscissen- 
richtung gelegen annehmen, mit magnetischem Fluidum von 
der Flächendichte + Ä belegt wäre; der Magnetpol liegt 
zwischen Basis und Gegenfläche des cylindrischen Loches. 
Diese Gegenfläche wäre mit magnetischem Fluidum von der 
Flächendichte — Ä belegt zu denken. Da beide Flächen dem 
Magnetpole sehr nahe liegen, so findet man leicht, dass sie 
die Gesammikraft AnÄ auf denselben in der positiven Ab- 
scissenrichtung ausüben. Dazu kommt noch die von aussen 
wirkende Kraft a. Bei dieser zweiten Gestalt des Loches wird 
also auf den Magnetpol die Gesammtkraft a + 4 :;r -4 = a wirken 
(vgl. Schluss des § 13). 

Wir bemerken noch folgendes. Nach Maxwell hat /k 
auch in der Luft einen von Null verschiedenen Werth /ij; auch 
Luft enthält daher unter dem Einflüsse magnetischer Kräfte 
magnetische Energie F. Diese ist es sogar allein, welche die 
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elektrodynamischen und magnetischen Femkräfte vermittelt. 
Wenn man will, kann man sagen, Luft sei nach Maxwell 
magnetisch polarisirbar. In unserem Bilde aber ist sie, wenn 
man m = 1 setzt, wie auch die alte Femwirkungslehre annimmt, 
nicht polarisirbar. Aber andere Körper, in denen M nicht 
gleich 1 ist, sind es, und A ist das, was man in der alten 
Theorie, welche die Luft als magnetisch unpolarisirbar annahm 
und die magnetischen Kräfte daselbst der direkten Femwirkung 
zuschrieb, das magnetische Moment der Yolumeinheit des be- 
treffenden Körpers nannte; wir könnten es vielleicht das magne- 
tische Moment relativ gegen Luft nennen. Für einen King 
oder einen dünnen langen Cylinder, dessen Axe der Abcissen- 
axe parallel ist, ist diese Grösse: 

AL=^ß'aa = —j^ CCa, 

wobei CCa die magnetische Kraft ist, die dort wirkt, nachdem 
der Ring oder Cylinder entfernt wurde. Bringt man an die- 
selbe Stelle des Feldes einen sehr kurzen Cylinder mit gleich- 
gerichteter Axe, und bezeichnet den Werth von A, welcher in 
dessen Linem sich bildet, mit Aqj so kommt in seinem Innern 
zur Kraft a« noch — 4 itt ^q hinzu, daher wird 

Aq=^ &{cca — ^'JtA(^ = ß'aal M, 

Es kann also M als der Quotient A^ / Aq bezeichnet werden. 
Bringt man in dasselbe Feld eine Kugel aus gleicher Sub- 
stanz, so liegt fiir dieselbe A zwischen Aj^ und Aq, worüber 
die bekannte Magnetisirungstheorie das Nähere lehrt. 

Wir wollen im folgenden zunächst immer m = 1 setzen 
und erhalten dann für die Dichte des freien Magnetismus: 

35m)u.37in) ^,= -L (§^ + ^ + ^) = _ J_ j^, 

wobei 

36m) V'=/^ 

ist. Wir wollen nun Curven (die Magnetkraftlinien, besser 
Linien der magnetischen Induction) ziehen, welche überall die 
Richtung des Vektors -Sfa, Jlf/9, My haben, und zwar in 
solcher Dichte, dass die durch die Flächeneinheit senkrecht 

Boltzmann, Yorlesiingen, II. 7 
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hindurchgehende Zahl } dieser Curven gleich der Grösse dieses 
Vektors ist. 

Die Menge wahren Magnetismus in einem Volumelemente 
dr ist nach Formel 15m): 

471 l dx dy dx J . 

Die Anzahl der Ejraftlinien also, welche in dem Volumelemente 
dz ihren Ursprung nehmen (Ueberschuss der austretenden über 
die eintretenden) ist 4:nf}„dT, Wo kein wahrer Magnetismus 
ist, können Kraftlinien weder entspringen noch enden. Zwischen 
den wahren Magnetismusmengen m^ und m^, wirkt in einem 
Medium, wo M constant ist, die Eraft: 

54m) ^^öf = __. 

Durch den wahren Magnetismus (Magnetpol) m^, sollen in der 
Distanz q die Werthe i//^,, ofp, /9p, yp bedingt werden. Dann ist: 

Die Anzahl der Kraftlinien, welche von dem Magnetpole m„ 
ausgehen, ist ^ = 4 nfrjy, dr = 4nm„. 

Die Annahme, dass unsere Gleichungen zu gewissen Zeiten 
nicht giltig seien, welche allein ein Entstehen von wahrem 
Magnetismus ermöglicht, scheint auf den ersten Anblick ziemlich 
plausibel; einerseits gelten dieselben überhaupt nur für ruhende 
Körper; dies freilich nützt uns nichts, da, wie wir sehen 
werden, auch die Maxwell' sehen Gleichungen für bewegte 
Körper keine Möglichkeit einer Entstehung von wahrem Magnetis- 
mus offen lassen. Aber es ist andererseits bekannt, dass diese 
Gleichungen für viele magnetisirbare Körper, und zwar gerade 
für die wichtigsten, einer wesentlichen Correction bedürfen, 
da für diese die Gleichungen aufhören, linear zu sein. Trotz- 
dem hat es sein Bedenkliches, einen so wichtigen Begriff, wie 
den des Magnetismus, lediglich auf die Annahme der üngiltig- 
keit der Maxwell' sehen Gleichungen in gewissen Fällen zu 
basiren. Dies gilt noch mehr, wenn man sich auf den in der 
ersten Vorlesung eingenommenen mechanischen Standpunkt 
stellt, wo das Verschwinden alles wahren Magnetismus un- 
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mittelbar aus den Gleichungen 5 folgt, welche sogar die De- 
finitionsgleichungen der Grössen a, ß, y sind. 

Diese Schwierigkeit wird vollkommen vermieden, wenn 
man die Amp6re'sche Hypothese der Molekularströme auf 
die Maxwell'sche Theorie überträgt. Nach dieser giebt es 
Magnetismus ohne elektrische Ströme überhaupt nicht. Die 
magnetischen Eigenschaften der Stahlmagnete haben ihre Ur- 
sache in elektrischen Strömen, welche die Moleküle derselben 
umkreisen. 

Trotzdem wollen wir zunächst, um die möglichste Allge- 
meinheit zu erhalten, bloss die Gleichungen D, nicht die spe- 
cielleren 5 als giltig voraussetzen und daher das Vorhanden- 
sein von wahrem Magnetismus an gewissen Stellen nicht aus- 
schliessen, der sich aber mit der Zeit nicht ändern kann. 
Später können wir denselben immer wieder gleich Null setzen. 

§ 20. Magnetische Erscheinungen bei Vorhandensein 

stationärer Strömungen, abgeleitet unter Annahme 

der Existenz von wahrem Magnetismus. 

Wir betrachten nun den Fall stationärer Strömung. Für 
dieselbe ist nach Gleichung 23 p = Z{P + X), und wir sahen, 
dass X, r, Z, P, Q, R nicht mit der Zeit veränderlich sind. 
Die Differenz der beiden letzten der Gleichungen C, erstere 
vorher partiell nach z^ letztere nach y differenzirt, liefert: 

^ ^ "" IT \dy " T^l "*" ~dx \dx "^ "Sy" "*" 'dx] ' 

woraus folgt: 

77) a=^a^ + cc^j 

wenn 

'«) «.-i(f-f)- 

33m) ^2=-4^- 

' ^ dx 

gesetzt wird. Analoge Gleichungen gelten für die y- und z-Axe. 
Dabei ist 

oö X C Vfdt 1 [da , dß , dr\ 

36m) ^= I— — = -7—{-j— + -3^ + -:r-]j 



7 



* 



100 Neunte Vorlesung, 

da 

orr \ 1 l da . dß , dv 

37m) ,;^ = __^__ + _£. + _£ 

ist. ip (das magnetische Potential) ist vollkommen analog 
dem elektrostatischen Potentiale qp. Dagegen kommen die 
Glieder mit jo, q^ r neu hinzu. Es sind dies die sogenannten 
Vektorpotentiale, welche durch folgende Gleichungen definirt 
sind: 

r dx 



79) ^_/Z^, l,.^i^, 7. f. 



Q 



Wenn wir die Giltigkeit der Gleichungen 5 nicht voraus- 
setzen, also die Möglichkeit von wahrem Magnetismus anneh- 
men, so sind of, ß, y die Kräfte, welche auf die wahre Magne- 
tismusmenge eins in den Coordinatenrichtungen wirken, was wir 
schon früher für den Fall nachgewiesen haben, dass nur 
Magnetismen wirksam sind. Da nun diese Kräfte nur vom 
Zustand der unmittelbaren Umgebung, nicht aber davon ab- 
hängen können, wie dieser Zustand erzeugt wurde, so musa 
dies auch gelten, wenn er durch elektrische Ströme hervor- 
gerufen wird, sobald nur der wahre Magnetismus ruht und 
an der betreffenden Stelle selbst keine elektrischen Ströme 
vorhanden sind. 

Wären diese Bedingungen nicht erfüllt, so hätte schon 
die unmittelbare Umgebung der Magnetismusmenge eine an- 
dere Beschaffenheit, als sie beim Beweise vorausgesetzt wurde; 
es müsste also dieser noch geführt werden. Schliessen wir 
die Möglichkeit von wahrem Magnetismus aus, so hören die 
Formeln 77, 78, 33m, 36m, 37m, 79 nicht auf, richtig zu 
sein , nur dass immer ^„, = ist ; aber die physikalische Be- 
deutung von a,ß,y muss erst gefunden werden. Dann kann 
man auch schreiben: 

«m ^ 1 [ dM ^ r, dM ^ dM \ 

Es ist dies der in Folge der magnetischen Kräfte der elektri- 
schen Ströme dort, wo M variabel ist, respektive an der 
Grenzfläche zweier Körper von verschiedenem M, frei werdende 
Magnetismus, ausser welchem überhaupt weder freier noch 
wahrer Magnetismus existirt. Die Bedeutung der Vektor- 
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Potentiale ist eine sehr bekannte. Trotzdem will ich hier der 
Vollständigkeit halber dieselbe in Erinnerung zurückrufen. 

1. Wir nehmen an, wir hätten nur lineare Ströme. Sei 
ds' ein Längenelement eines solchen ar',y', z' dessen Coordinaten, 
dx'j dy'j dz' dessen Projektionen auf die Coordinatenaxen, i' 
die daselbst herrschende elektrostatisch gemessene Strominten- 
sität, G der Querschnitt des Stromleiters und q dessen Ent- 
fernung von dem Punkte mit den Coordinaten ^,y, 2^, wo a, /?, / 
gesucht werden, endlich seien: 

X — x' y — y' X — x' 



7 .«/ — -/ 9 :f -. 



9 Q Q 

die ßichtungscosinus von q, dieses von dr gegen den Auf- 
punkt hin gezogen, und: 

, dx' dy' dx' 



ds' ' '^ ds' ' ds' 



die ßichtungscosinus von ds^ letzteres in der positiven Strom- 
richtung gezogen. Dann ist: 



t l tu IV 



dx = ads , V = , q — — ^— , r = 

Wir sahen, dass bei Anwendung des anderen, zum Schluss 
des § 7 erwähnten Maasssystems p=p^,hjq = qh'hjr = r}^,h 
ist. Bezeichnen wir die in jenem anderen Maasssysteme ge- 
messene Elektricitätsmenge, die in der Zeiteinheit durch den 
Querschnitt geht, also die in jenem anderen Maasssysteme 
gemessene Stromstärke mit ij^, so ist also auch: 

81) i = ih,h. 

Wir erhalten zunächst bei Anwendung des elektrostatischen 
Maasses nach Formel 78: 

Dabei ist a^ die Kraft, welche auf einen Magnetpol von der 
Intensität 1 in der Abscissenrichtung wirkt. 

Wir haben also in dem Bilde weiter anzunehmen, dass 
jedes Stromelement ds' auf die Einheit des Magnetismus eine 
Kraft ausübt, die senkrecht steht auf der Ebene q, ds' und 
deren Intensität: 
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ist (vgl. I. Theü, Art. 90). 

Diese Kraft ist unabhängig von der Natur des Körpers, 
in welchem sich das Stromelement und der Magnetpol be- 
finden. 

Substituiren wir in dem Ausdruck 82 den Werth 81, 
so folgt: 

h . ij^\ ds' Bm(Qy da') 

Man sagt, die Stromstärke ist in magnetischem Maasse 
gemessen, wenn sich dieser Ausdruck auf: 

i' ds' 8m(Qy ds') 

reducirt. Um das magnetische Maass zu erhalten, muss man 
also in den mit h bezeichneten Formeln des § 7 die Grösse h 
gleich U, d. i. der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektri- 
schen Wellen in der Luft setzen. Die magnetische Einheit der 
Elektricität H^ diyidirt durch die elektrostatische Hg, beide in 
Luft gemessen, giebt: 

also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen WeUen 
in Luft. Hieraus folgt, dass die Zahl i, oder <?,, welche eine 
Stromstärke, resp.Elektricitätsmenge im elektrostatischen Maasse 
ausdrückt, dividirt durch die Zahl i^ oder e^, welche dieselbe 
Stromstärke, resp. Elektricitätsmenge im magnetischen Maasse 
ausdrückt, gleich 3.10^^ ist und dass die Dimensionen der 
magnetisch gemessenen Elektricitätsmenge gleich denen der 
elektrostatisch gemessenen dividirt durch eine Geschwindig- 
keit sind. 

Was die Richtung der Kraft, die das Stromelement auf 
den Magnetpol ausübt, anbelangt, so ist sie die der posi- 
tiven ar-Axe, wenn sich das Stromelement im Coordinaten- 
ursprung befindet und die Richtung der positiven z-Axe hat, 
während der Magnetpol auf der positiven y-Axe liegt. Es 
wird also in der That positiver Magnetismus nach der Linken 
des Ampere' sehen Schwimmers abgelenkt, sobald man die 
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positive Abscissenaxe von uns aus nach rechts, die positive 
y-Axe nach hinten, die positive z-Axe nach oben zieht. Auf 
der Schultafel geht daher die positive x-Axe von der Linken 
gegen die Rechte der Znhörer, die positive y-Axe von der 
Tafel gegen das Auditorium, die positive z-Axe nach oben. 
(Französisches Coordinatensy stem , Hopfencoordinatensystem). 
fiir ein Auge, das sich dort befindet, wohin die positive x-Axe 
zeigt, gelangt man im Sinne des Uhrzeigers auf kürzestem 
Wege von der + y- zur + z-Axe.) Für das durch das 
Spiegelbild dargestellte Coordinatensystem müssten entweder 
alle sechs Ausdrücke, welche die Form haben: 

dß dr 1 dB dQ 

-T^ — -j-^ und -j -^ 

dx dy dy dx 

in den Grundgleichungen das entgegengesetzte Zeichen er- 
halten, oder es müsste, sei es freier und wahrer Magnetis- 
mus, sei es freie und wahre Mektricität, aber nicht alle vier 
gleichzeitig, entgegengesetzt bezeichnet werden. 



Zehnte Yorlesung. 



§ 21. Magnetische Kräfte eines Elementarstromes und 

eines Solenoides. 

Wir wollen nun die Werthe von a, ß, y berechnen, welche 
durch einen sehr kleinen ebenen elektrischen Strom an irgend 
einer Stelle des Baumes (dem Aufyunkt) bedingt werden, und 
welche wir, falls wir wahren Magnetismus zugeben, als die 
Kräfte ansprechen können, die der Strom auf einen im Auf- 
punkte befindlichen Nordpol 1 ausüben würde. Sei der Auf- 
punkt Coordinatenanfang und die xy -Ebene parallel der Strom- 
ebene; der Strom fliesse in dem Sinne, wie man von der 
+ a:- Axe auf kürzestem Wege zur + y-Axe gelangt, also von 
der + 2: -Seite aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers. Femer 
sei 0' ein Punkt der vom Strome umflossenen Fläche, die 
or-Coordinate dieses Punktes sei p, die y-Coordinate sei Null, 
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und die 2:-Coordinate q. ar'= p + |, y'= ri^ z'= q seien die 
Coordinaten eines Elementes ds' des Stromes. Dann wird: 

3H_^__ __hf__d.(±\ 

/ ist die vom Strome umflossene Fläche und f = 0\ Wir ziehen 
von (/ eine Normale zum Stromkreise nach der Eichtung, von 
wo aus gesehen der Strom im Sinne des Uhrzeigers fliesst, 
und schneiden darauf ein unendlich kleines Stück 0'0"= S 
ab, femer denken wir uns in 0' die magnetische Masse: 

83) «=14, 

in 0" die gleiche, aber entgegengesetzt bezeichnete Masse. 
Dann sind cc^,ßi,yi die Kräfte, welche diese beiden Massen 
auf eine magnetische Masse + 1 im Aufpunkte ausüben wur- 
den, wenn + m dieselbe mit der Kraft mjOO'^ abstösse, — m 
sie nach demselben Gesetze anzöge. 

Dies gilt offenbar unabhängig von der Lage des Coordinaten- 
ursprungs. Sind daher nunmehr wieder Xjy,z die Coordinaten 
des Aufpunktes M, und bezeichnet man mit: 

84) V' = ö^ - ö^ 

das Potential der Massen + m und — m auf derselben, so ist: 
QK\ dw o dw dw 

Man überzeugt sich leicht, dass: 



(ü 



=.±(-1 L_\ 

d [O'M (y'Mj 



der Gesichtswinkel ist, unter dem von M aus gesehen der 
Stromkreis erscheint, daher kann man schreiben: 

v^ = -ir- 

CO ist positiv, wenn für ein in M befindliches Auge der Strom 
dem Uhrzeiger entgegenfliesst. cd ist gewissermaassen die An- 
zahl der Sehstrahlen, die von der Seite, wo der Strom dem 
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Uhrzeiger entgegenfliesst nach der anderen durch den Strom 
hindurchgehen. Hat man statt eines kleinen ebenen Stromes 
eine Reihe gleicher, äquidistanter, perlschnurartig angeordneter 
Ströme, ein Solenoid, wo N Ströme auf die Längeneinheit ent- 
fallen, so kann man setzen: S= 1/iV. Denkt man sich dann 
an demjenigen (dem positiven) Ende 0' des Solenoid, wo für 
den ausserhalb desselben stehenden Beschauer der Strom dem 
Uhrzeiger entgegenfliesst^), die magnetische Masse + m, am 
andern Ende ß die Masse — m, wobei wieder m=iifNI^ 
ist, bezeichnet man femer den Aufpunkt wieder mit M und 
setzt: 

^^) ^ = '"(w-w)' 

so ist wieder im Punkte M: 

"^1 "" da; ' ^1 " dy ' ^1 ■" dx ' 

Alle diese Formeln gelten, da die hier gebrauchte Magnetis- 
menge m bloss zur geometrischen Deutung diente, auch un- 
verändert, wenn ^«, gleich Null ist; nur dass dann wieder be- 
züglich der physikalischen Bedeutung von cc^j ßi, y^ auf später 
verwiesen werden muss. 

Wir setzen voraus, dass das Princip der Erhaltung des 
Schwerpunktes und das Flächenprincip für die ponderabeln 
Körper allein gilt, als ob kein Aether vorhanden wäre, dass 
also der Aether weder ein erhebliches Moment fortschreitender, 
noch rotirender Bewegung erhält. 

Nach diesem Princip, welches wir das Princip der Gleich- 
heit der Wirkung und Gegenwirkung der ponderablen Körper 
nennen wollen, muss im leeren Räume, in Luft und in allen 
Körpern, welche die Wirkung der elektrischen und magneti- 



^) Da es üblich ist, den Nordmagnetismus als den positiven zu be- 
zeichnen, so behalten wir in diesem einen Punkte diese Festsetzung con- 
sequent bei, obwohl sie nicht zu unsem sonstigen passt; denn wir be- 
zeichnen sonst die Seite, wo der Strom wie der Uhrzeiger zu fliessen 
scheint, als die positive. Bei Anwendung des englischen (Wein-) Coordi- 
natensjstems würde sie zu den übrigen passen, doch ist dann der Uebel- 
stajad, dass, wenn die a;-Axe nach rechts (also wie wir schreiben) in der 
Tafel und die ^^-Ebene, wie es für die Darstellung von Flächen bequem ist, 
horizontal gelegt wird, der Zuschauer, wenn er vor der Tafel steht, nicht 
in den durchaus positiven Eaumoctanten kommt. 
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sehen Kräfte nicht erheblich beeinflussen, für die scheinbaren 
Femkräfte Wirkung gleich Gegenwirkung sein. 

Wenn wir daher auch nicht behaupten können, dass jeder 
Magnetpol m auf jedes Stromelement eine Kraft ausübt, welche 
dem m'- fachen der durch Gleichung 82 bestimmten gleich, 
aber entgegengesetzt gerichtet ist, so muss doch die Gesammt- 
kraft, welche wahre Magnetismen, falls deren Existenz an- 
genommen wird, auf einen geschlossenen Strom ausüben, immer 
dieselbe sein, als ob jenes der Fall wäre. Ebenso muss in 
dem zuletzt betrachteten Falle der Magnetpol m', dessen Co- 
ordinaten ar,y, z seien, auf ein in der Entfernung q befind- 
liches positives Solenoidende mit den Coordinaten ar', y', t^ 
Kräfte ausüben, deren Componenten in den Coordinaten- 
richtungen sind: 

i'fN{x'-x) J'fNjy' -y) i'fN{%''-%) 

Die Kraft ist also dieselbe, als ob das Solenoidende ein 
Magnetpol von der Intensität i'fNMj^ = i'^/^iVJf wäre, wobei 
r die im elektrostatischen, i^ die im elektromagnetischen 
Maasse gemessene Stromintensität ist. 

§ 22. Magnetische Kräfte eines beliebigen Stromes aus 
denen eines Elementarstromes berechnet. 

Um die Werthe a,ß,yy die durch einen beliebigen ge- 
schlossenen Strom von der elektrostatisch gemessenen Inten- 
sität i bedingt werden, zu finden, construiren wir eine beliebige 
Fläche Fy welche rings von dem geschlossenen Strome um- 
grenzt wird, und darauf in bekannter Weise unendlich viele, 
unendlich kleine geschlossene Strömchen, die sich im Innern 
der Fläche überall aufheben, an deren Bande aber zum 
gegebenen elektrischen Strome vereim'gen. Jedes dieser 
Strömchen können wir durch einen Nordpol in dessen 
Inneren und einen Südpol in der Distanz S in der positiven 
Normalenrichtung davon entfernt ersetzen; alle zusammen, 
folglich auch den ganzen ursprünglich gegebenen Strom also 
dadurch, dass wir die Fläche F gleichmässig mit Nordmagne- 
tismus und eine unendlich nahe, überall in der Distanz S 
befindliche mit genau gleich viel Südmagnetismus belegt denken; 
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die Flächendichte des Magnetismus muss dabei i/^S sein. 
1/; ist dann das Potential aller dieser Magnetismen auf die 
Magnetismusmenge Eins im Au^unkt, wobei als Potential der 
Magnetismen m imd m' der Ausdruck mm'JQ ohne weiteren 
Faktor zu verstehen ist, und es ist: 

^"" dx ' P '^ dy ' ^ " dx' 

Auch für die Giltigkeit dieser Formeln ist es vollkommen 
gleichgiltig, ob wir die Existenz von wahrem Magnetismus 
zugeben oder nicht; die hier fingirten Magnetismen sind ja 
nur geometrische Hilfsbegriflfe fiir die Rechnung. 

\p kann auch als der mit der magnetischen Stromintensität 
i^z= il^ multiplizirte Gesichtswinkel c» definirt werden, tinter 
dem der geschlossene Strom vom Aufyunkt aus betrachtet er- 
scheint. CO ist wie bei einem unendlich kleinen Strome mit 
positivem Zeichen zu nehmen, sobald der Strom vom Auf- 
punkt aus betrachtet dem Uhrzeiger entgegenfliesst, dagegen 
mit negativem, wenn er wie der Uhrzeiger fliesst, sobald der 
Zahlenwerth von co kleiner als 2;r ist. 

Geben wir die Existenz von wahrem Magnetismus zu, so 
wirkt auf die wahre Magnetismusmenge m^, in der Abscissen- 
richtung die Kraft a . 7n„, Da von m„ nach allen ßichtimgen 
4i nm^ Kraftlinien ausgehen, so ist (D = Z/m^, wobei Z die 
Anzahl der Kraftlinien vorstellt, welche der Pol wi«, durch den 
geschlossenen Strom hindurchsendet, und zwar von der Seite, 
von wo aus gesehen der Strom dem Uhrzeiger entgegenfliesst 
nach der anderen hin. Daher wird: 

iZ 

Die Straft, welche auf die Magnetismusmenge m„ in der Ab- 
scissenrichtung wirkt, ist: 

F— ^V_ i dZ 

dx V dx 

Würde der Strom im magnetischen Maass gemessen, so wäre: 

y . d Z 

Analoge Ausdrücke gelten fär die Kräfte, welche in der 
Richtung der y- und z-Axe wirken. Die Arbeit, welche die 
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scheinbar auf den Magnetismus wirkenden Kräfte bei einer 
Bewegung desselben leisten, ist daher gleich der Abnahme der 
Grösse iZj}^. 

Wären beliebig viele Magnetpole vorhanden, so wäre die 
Arbeit bei einer beliebigen Bewegung derselben 

87) 8A= - ^S2Z, 

wobei 2Z AiQ Oesammtzahl der Kraftlinien ist, welche alle 
Magnetpole durch den Stromkreis schicken; d2Z ist der Zu- 
wachs von 2Z. 

Nach dem oben erwähnten Principe der Grleichheit der 
Wirkung und Gegenwirkung ist auch umgekehrt bei einer 
Lagenänderung des Stromkreises die Arbeit der scheinbar auf 
ihn wirkenden Kxäfbe durch die Formel 87 gegeben. Eine 
Deformation des Stromkreises müsste man sich dabei durch 
eine Verschiebung mehrerer Stromkreise ersetzt denken, 
welche sich, wie die früher benutzten Elementarströmchen, an 
allen Stellen, wo sie nicht mit dem ursprünglich gegebenen 
Strome zusammenfallen, aufheben. Der Zuwachs der letzteren 
Grösse stellt auch dann noch die Arbeit der scheinbar auf 
den Stromkreis wirkenden Femkräfte dar, wenn die KrafÜinien 
von anderen Strömen herrühren, da ja für die Kräfte, welche 
auf den Stromkreis wirken, wieder nur der Zustand der un- 
mittelbar benachbarten Partien des Aethers maassgebend ist, 
gleichgiltig, woher a,/9,/ stammen. 

Die Anzahl der Kraftlinien, welche durch einen ge- 
schlossenen Stromkreis gehen, ist: 

2Z — fMdo[cccos{nx) + /?cos(ny) + ycos(nr)], 

wobei do wieder ein Flächenelement einer beliebigen, durch 
den Strom begrenzten Fläche F, n die in der Eichtung, in 
welcher die Kraftlinien durch die Fläche hindurchgehen, ge- 
zogene Normale ist. Diese Formel ist natürlich wieder davon 
unabhängig, ob man wahren Magnetismus annimmt oder nicht. 
Wird das Feld speciell durch einen zweiten geschlossenen 
Strom iS" mit der Intensität t" erzeugt, stammen also a, ß^y 
von diesem her, so ist nach der Formel 78: 

1 ( dq dr 



lU \dx. dy 
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und wenn M constant ist, wird nach dem Stokes' sehen Satze 
(vgl. 1. TL, Art. 76): 

wobei ds ein Linienelement des ersten Stromkreises, X, fi, v 
dessen Bichtungscosinus sind. 

Bezeichnet man mit ds' ein Linienelement des zweiten 
Stromkreises /S", mit A', ^', v' dessen Bichtungscosinus, und mit 
Q die Entfernung zwischen ds und ds', so ist: 

?-'-m^. i-''p^, '--/^. 

:SZ- — ^^' Cr_adsd^ 

wobei (T = Xk'+ fifi'+ vv' der Winkel der beiden Elemente 
ds und ds' ist. 

Die Arbeit, welche die scheinbar zwischen den Strom- 
kreisen wirkenden Femkräfte leisten, ist also gleich dem Zu- 
wachse der Grösse: 

88) _^^^=i^//i^ll£:. 

Wenn dieser Zuwachs positiv ist, heisst dies, dass die 
Verschiebung in der Richtung stattfindet, in welcher die schein- 
baren Femkräfte wirken. Für das magnetische Maass der 
Stromintensität tritt wieder an Stelle des Faktors l/H^ die 
Einheit. 

Die Kräfte, welche gleiche Ströme in verschiedene Flüssig- 
keiten getaucht auf einander ausüben, sind dem M derselben 
direkt proportional, wenn im Innern der Drähte durch die 
Ströme kein freier Magnetismus erregt wird, also das M im 
Innern der stromführenden Drähte ohne Einfluss ist. Letzteres 
könnte eintreten, wenn der stromführende Draht ein dicker 
Eisendraht wäre, der sich an gewissen Stellen selbst solenoid- 
artig umschlingen würde. 

Wir sahen, dass die Wirkung wahrer Magnetismen in 
verschiedenen Flüssigkeiten dem M verkehrt proportional ist. 
Die von Strömen auf wahre Magnetismen aber ist von M un- 
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abhängig. Ueber die Ableitung des Ampere 'sehen Gesetzes 
aus dem Ausdrucke 88 vgl. I. Th., Art. 92. 

Wäre M variabel, so kämen dazu noch die Kräfte, die 
von den Magnetismen herrühren, welche durch die von diesen 
Strömen erzeugte magnetische Polarisation dort frei werden, 
wo M variabel ist, oder einen plötzlichen Sprung macht. 



Elfte Vorlesung. 



§ 23. Magnetische Energie des Feldes. 

Wir wollen nun noch den Ausdruck für die Energie des 
Feldes aufsuchen, welche durch das Zusammensein von elektri- 
schen Strömen mit anderen, oder, falls wir wahren Magnetis- 
mus zugeben, auch mit wahren Magnetismen bedingt ist. Zu 
diesem Zwecke stellen wir uns folgendes Problem. Wir haben 
ein beliebiges Magnetfeld, welches durch beliebige andere 
stationäre Ströme, vielleicht auch durch wahre Magnetismen, 
wenn wir deren Existenz zugeben, hervorgerufen ist. Vermöge 
dieser Ursachen sollen in einem Au^unkte mit den Coordi- 
naten x^y^z die Grössen a,/?,/ bestimmte Werthe haben, die 
wir einfach ohne jeden Index bezeichnen. In dieses Feld soll 
ausserdem noch ein geschlossener linearer elektrischer Strom 
8 von der Intensität i gebracht werden. Wäre er allein vor- 
handen, so würden a, /9, / im Aufpxmkte die Werthe haben: 

^1 " da? ' ^1 " dy ' '^i "" dx' 

wobei 1// = zco/JI und m ganz wie früher der Gesichtswinkel 
ist, unter dem der Stromkreis vom Au^unkte aus betrachtet 
erscheint; das Zeichen von ca bestimmt sich wie dort. Die 
gesammte Energie des Feldes ist nach Formel B: 






J 



§ 23. Magnetische Energie des Feldes. Hl 

Wenn weder das Feld noch der Strom verändert wird, son- 
dern bloss der letztere sich im Felde bewegt, so ändern sich 
die beiden ersten Integrale rechts nicht, sondern bloss das 
dritte, welches wir mit i, ii bezeichnen wollen. 

Die Funktion ^^ deren negativen Ableitungen «j , /9j, /j sind, 
ist mehrdeutig, da durch den Stromkreis der unendliche Kaum 
zweifach zusammenhängend geworden ist. Sie wird eindeutig, 
wenn wir den Baum durch eine beliebige Fläche F, welche 
vom Stromkreise umrandet wird, durchschneiden. Dann liefert 
die partielle Integration: 

Si = — — rr- I doM[acos {nx) + ß cos {nt/) + y cos {nzy] («3 — co^) 



+ 



J i dx dy dx . 



Dabei ist do ein Flächenelement der Fläche F, n dessen Nor- 
male, ß?2 ^^^ Werth von ö> unmittelbar an c?o auf der posi- 
tiven, cöj auf der negativen Seite der Normalen. Ziehen wir 
daher die Normale nach jener Richtung hin, wo sich das Auge 
befinden muss, damit der positive Strom wie der Uhrzeiger 
fliesst, so ist co^==2n, (»3= — 2 7r, und « nimmt ab, wenn 
man sich von der negativen Seite der Normalen aussen um den 
Strom herum, ohne die Fläche F zu durchsetzen, bis zur posi- 
tiven begiebt. Daher ist o?3--cOj= —4^, und wir erhalten: 

fl = =- I Mdo [cc cos {nx) + ß cos (wy) + y cos {n z)] 

^ 471^ J ^''^ [ dx ^ dy ^ dx \' 

Hier ist: 

89) / Mdo [a cos {nx) + ß cos (ny) + y cos {n z)] = ^Z 

die Anzahl der Kraftlinien, welche durch die Fläche F von 
der negativen gegen die positive Normalenseite hindurchgehen. 
Ist nun das Feld nicht durch andere Ströme, sondern bloss 
durch wahre Magnetismen erzeugt, so sitzt in jedem Volum- 
elemente rfr, wo der Ausdruck: 



i 



diMa) djMß) diMf) 



dx dy dx 

nicht verschwindet, die wahre Magnetismusmenge: 
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dt 

4.71 

von welcher 



diMa) d{Mß) d{MY) \ 
dx dy dx \ 



L dx 



d(Mß) djMr) ] 

'^ dy '^ dx \ 
Kraftlinien ausgehen. 

4 7iJ i dx dy dx 

ist daher die Zahl der Kraftlinien, welche alle wahren Magne- 
tismen durch die Fläche P hindurchschicken, und zwar von 
der Seite, wo der Strom dem Uhrzeiger entgegenfliesst, nach 
der anderen hin, also von der negativen gegen die positive 
Normalenseite. Dieser Ausdruck muss daher dem Aus- 
drucke 89 gleich sein, da er dieselbe Anzahl von Kraftlinien 
darstellt. Hieraus folgt ß = 0. Dem Zusammensein eines 
Stromes mit wahrem Magnetismus entspricht daher keine 
Energie des Feldes. Werden ein elektrischer Strom von un- 
veränderlicher Intensität und wahre Magnetismen gegen ein- 
ander bewegt, so wird die hierzu erforderliche Arbeit nicht 
dem Energievorrathe des Mediums entnommen, resp. kommt 
ihr zugute, sondern der Energiequelle, welche den elektrischen 
Strom treibt. Sind dagegen keine wahren Magnetismen vor- 
handen, so wird 



90) 



2 fl = — -^ I Mdo [a cos {nx) + ß cos {ni/) + y cos {nz)] 






(vgl. Formel 89). 

Die Arbeit der Kräfte, welche von Strömen scheinbar auf 
Magnete ausgeübt werden, ist bei Bewegung der letzteren nach 
Formel 87 gleich der Abnahme der Grösse i^Zj^, Dieselbe 
Grösse giebt daher umgekehrt die Arbeit bei Bewegung der 
Ströme im Felde, und zwar nicht bloss, wenn dieses durch 
wahre Magnetismen, sondern auch, wenn dasselbe Feld durch 
andere Ströme erzeugt wird. Werden daher Ströme relativ 
gegen einander bewegt, so wächst die Energie des Mediums 
um einen Betrag, der genau gleich der Arbeit der Kräfte ist, 
welche diese scheinbar aufeinander ausüben. Letztere Arbeit 
ist aber wieder dem Zuwachs der sichtbaren lebendigen Kraft 
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(oder Arbeit) gleich. Daher muss jetzt den elektromotorischen 
Kräften, welche die Ströme treiben, doppelt so viel Energie 
entnommen werden. Die Hälfte kommt sichtbar zum Vorschein, 
die andere Hälfte wird in unsichtbare Aetherenergie verwandelt. 

Bei zwei nahen gleichlaufenden kreisförmigen Strömen z. B. 
gehen die Kraftlinien des einen in negativer Bichtung durch den 
andern. Werden beide Ströme einander genähert, so nimmt 
der Absolutwerth von -S*^ zu, mit Bücksicht auf das Zeichen 
nimmt also ^^ab, demnach die Mediumenergie nach Formel 90 
zu. Aber auch die sichtbare Energie nimmt zu; die Ströme 
bewegen sich mit Beschleunigung gegeneinander oder leisten 
sichtbare Arbeit. Beide Energiezuwächse müssen von den elektro- 
motorischen Kräften bestritten werden, welche die Ströme 
treiben. Werden deren Intensitäten constant erhalten und sind 
ausserdem keine anderen sichtbaren Bewegungen vorhanden, 
so haben diese elektromotorischen Kräfte keine Energie zu be- 
streiten ausser diesen Energiezuwächsen und der Joule' sehen 
Wärme. 

Man sieht daraus, dass die Berechnung der ponderomo- 
torischen Kräfte aus der Energie des Mediums nur dann ge- 
stattet ist, wenn, wie in der Elektrostatik und bei der Wechsel- 
wirkung wahrer Magnetismen, keine andere Energiequelle vor- 
handen ist. 

§ 24. Ableitung der magnetischen Erscheinungen, 
ohne die Annahme der Existenz von wahren 

Magnetismen. 

Wir sind in der Ableitung aller dieser bekannten Lehr- 
sätze wesentlich dem Ideengange Hertz' gefolgt. Diese Be- 
weisführung ist ohne Zweifel richtig, giebt aber kaum einen 
klaren Einblick in den inneren Zusammenhang. Vollkommen 
erschöpfend kann die Theorie der ponderomotorischen Kräfte 
natürlich erst in der Elektrodynamik bewegter Körper gleich- 
zeitig mit der Elektrostriction im allgemeinsten Sinne des 
Wortes, d. h. der Lehre von den Druckkräften und den De- 
formationen, welche durch elektrische und magnetische Kräfte 
entstehen, behandelt werden. 

Doch will ich schon hier darauf hinweisen, welch tiefen 

Boltzmann, Vorlesungen, 11. g 
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Einblick in den inneren Zusammenhang dieser Thatsachen 
Maxwell's mechanisches Modell gewährt, und zwar will ich 
mich dabei der Form bedienen, die ich dem Modelle im 
I. Theile dieser Vorlesungen gab. 

Die Kräfte, welche an den beiden Kurbeln der Fig. 4 
der vierten Vorlesung daselbst, oder besser an den beiden 
Riemenscheiben des Apparates auf Tafel II wirken, stellen 
die beiden elektromotorischen Kräfte dar, welche die beiden 
Ströme treiben. Der einfachste Fall ist der, dass beide Ströme 
parallel, gleich stark und entgegengesetzt gerichtet sind. Dann 
dreht sich das Rohr, welches die mittlere Masse m^ trägt, 
nicht. Bei ungeändertem Selbstinductionscoefficienten der beiden 
Stromkreise bedingt eine Vergrösserung der Entfernungen r^ und 
r^ der beiden anderen Massen m^ und m^ von der Axe eine 
Annäherung von wig, also Verkleinerung des wechselseitigen 
Inductionscoefficienten , entspricht also einer Entfernung der 
beiden parallelen, entgegengesetzt gerichteten Ströme von 
einander. Dabei wird von der scheinbaren Abstossung der- 
selben Arbeit geleistet. 

Gerade so werden im Modell die Fäden, welche an m^ 
und m^ befestigt sind und z. B. durch Gewichte gespannt sein 
können, hineingezogen, also die Gewichte, welche sichtbare 
ponderable Massen darstellen, gehoben, oder ihre lebendige 
Kraft erhöht. Die elementarste Ueberlegung zeigt nun, dass 
auch im Modelle, wenn man die Winkelgeschwindigkeiten, 
welche die Stromstärken darstellen, constant erhält, die Kräfte, 
welche die Kurbeln treiben, doppelt so viel Arbeit leisten, als 
zur Hebung der Gewichte nothwendig ist. Die andere Hälfte 
derselben wird zur Erhöhung der lebendigen Kraft der Massen 
TWj und TWg verwendet, was der unsichtbaren lebendigen Kraft 
des Aethers entspricht. Diese eine Uebereinstimmung genügt, 
um die Vorzüge einer mechanischen Erklärung der elektrischen 
Erscheinungen zu zeigen. 

Auch nach der hier in der ersten Vorlesung besprochenen 
mechanischen Hypothese sind stationäre elektrische Ströme 
cyklische Bewegungen. Die Intensitäten zweier solcher elek- 
trischen Ströme sind durch die Aenderungsgeschwindigkeiten 

-^ und -^ 

dt dt 
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zweier cyklischer Coordinaten q^ und q^ bestimmbar. Die 
Grösse T der ersten Vorlesung dieses Buches (Gleichung B) 
ist zwar als potentielle Energie gedacht, kann aber doch in 
folgender Form dargestellt werden: 



\ dt ) "^ 2 [ dt ) '^ dt dt ^ 



wobei A, JB, C Funktionen der langsamen veränderlichen Para- 
meter sind. Daher gilt dasselbe Princip auch hier, und es 
folgt, dass die Arbeit der scheinbaren Fernkräfte bei Bewe- 
gung zweier Ströme ohne Intensitätsänderung gleich dem Zu- 
wachse der durch sie bedingten Mediumenergie ist. 

Für diese Mediumenergie fanden wir aber bereits die 
Ausdrücke 90 und 88, welche auch gelten, wenn man die 
Möglichkeit wahren Magnetismus vollständig leugnet, was wir 
jetzt thun müssen, da er mit den mechanischen Vorstellungen 
der ersten Vorlesung unverträglich ist. 

Der Zuwachs der Energie 88 ist daher die von den schein- 
baren Femkräften geleistete Arbeit Hieraus folgen ohne 
Weiteres sämmtliche Formeln für die Wechselwirkung zweier 
geschlossener Ströme, und zwar werden diese zuerst bewiesen, 
bevor noch vom Magnetismus die Eede ist. Man sieht auch, 
dass diese Wechselwirkung dem M proportional ist und ge- 
langt auch schon zum magnetischen Strommaasse, ohne noch 
vom Magnetismus etwas zu wissen, da für das Standardmedium, 
wo M = 1 ist, der Coefficient des Doppelintegrals in Formel 88 
die einfache Form 2^4»' annimmt, wenn i = i^\^j r = z^JJ 
gesetzt wird. 

Ist einer der beiden Ströme ein Solenoid, dessen nega- 
tiver Pol im Unendlichen liegt, so haben gemäss den Gleichungen 
85 und 86), deren Gültigkeit ebenfalls von der Annahme der 
Existenz von wahrem Magnetismus unabhängig ist, die Grössen 
ay ßj y, welche in einem Punkte mit den Coordinaten x, y, z in 
der Entfernung ^ von dem positiven, im Endlichen liegenden 
Solenoidpole erzeugt werden, die Werthe 



HfN 



^(i) 



D dx 
und analog ß und y. Lässt man daher vom Solenoidpole nach 

8* 
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allen Eichtungen gleichförmig j == 4 tt z^ fMNj )D Kraftlinien aus- 
gehen, so ist die Zahl derjenigen, die normal durch die 
Flächeneinheit gehen, immer gleich der Grösse des Vektors 



Die gesammte Energie i. Si, die also durch das Zusam- 
mensein des Solenoidpoles mit einem beliebigen elektrischen 
Strome von der Intensität i bedingt wird, ist nach Formel 90 

/ fl = -^^ \Mdo[aQO%{nx) + /Scos [ny) + y cos(w2r)]. 

Dies ist aber, wenn wir wieder M als constant voraussetzen, 
gleich der mit — ij^ multiplicirten Zahl Z der Kraftlinien, 
welche von dem Solenoidpole durch den geschlossenen elek- 
trischen Strom hindurchgeschickt werden. Ist co der Gesichts- 
winkel, unter welchem der Strom vom Solenoidpol aus gesehen 
erscheint, so ist 



daher ist 



r, 0) i^fNM 



i ii = —^ 



Da dies die durch das Zusammensein des Stroms und Solenoid- 
pols bedingte Energie ist, so entspricht es der Grösse, die wir 
im I. Theil, Art. 37, mit // 1^ C, Art. 68 mit T J{s) bezeichne- 
ten; ihr negativer Differentialquotient nach irgend einer Coor- 
dinate ist nach dem allgemeinen Princip des I. Theiles dieser 
Vorlesungen gleich der Kraft, welche erforderlich ist, um jene 
Coordinate constant zu erhalten. Derselbe Differentialquotient, 
aber ohne Zeichenumkehr, liefert daher die Kraft, welche ver- 
möge des Zusammenwirkens des Stromes und des Solenoid- 
poles diese Coordinate zu vergrössem strebt. Genau dieselben 
Ausdrücke stellten früher unter der Annahme der Existenz 
von wahrem Magnetismus die Kräfte dar, welche ein Strom 
von der Intensität i und ein Magnetpol von der Intensität 
i^fNMj^ auf einander ausüben, ersterer im elektrostatischen, 
letzterer im magnetischen Maasse gemessen. 

Es hat jetzt gar keine Schwierigkeit, auch noch nachzu- 
weisen, dass zwei Solenoidenden wie Magnetpole auf einander 
wirken, und zwar, wenn die Stromintentensität elektrostatisch 
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gemessen wird, wie solche von der Stärke ifNMj^^j resp. 
i^f^N^Mj^ im magnetischen Maasse gemessen. 

Man kann daher auch sämmtliche magnetische Erscheinun- 
gen erklären, wenn man, wie es in consequenter Verfolgung 
der mechanischen Anschauung der ersten Vorlesung geschehen 
muss, jeden wahren Magnetismus leugnet, und die permanenten 
Magnete durch Solenoide ersetzt. Zwei Unterschiede scheinen 
freilich noch zu bestehen. Erstens leisten bei Bewegungen 
beliebiger Ströme oder Solenoide deren elektromotorischen 
Kräfte immer die doppelte Arbeit, als zu ihrer Bewegung er- 
forderlich ist, was nicht mehr richtig ist, wenn Ströme auf 
Magnete oder Magnete auf einander wirken. Dies erklärt sich 
folgendermaassen: Wenn ein Strom auf einen Magnet wirkt, 
so muss man die elektromotorischen Kräfte, welche die Mole- 
kularströme im letzteren treiben, zu den unbekannten Moleku- 
larkräften rechnen. Die Energie, welche ihnen entnommen 
wird, stammt also nicht aus sichtbaren Quellen, sondern ist 
so zu betrachten, als ob sie der Molekularenergie des Mediums 
entnommen würde. Wenn daher durch Bewegung eines Stro- 
mes und eines Magnets gegen einander eine sichtbare Arbeit 
Qi geleistet wird, so leistet die elektromotorische Kraft des 
Stromes eine Arbeit Qg, die genau gleich Q^ ist, und auch die 
elektromotorischen Kräfte, welche die molekularen Ströme 
treiben, leisten nochmals dieselbe Arbeit Qg, wenn diese Mole- 
kularströme constant bleiben sollen. Daraus entsteht die sicht- 
bare Arbeit Q^ und ein gleicher Betrag Q^ von Energie des 
Mediums. Es ist also ^^ = §2 = 63 = ^4- Da aber die Arbeit 
§3 der elektromotorischen Kräfte der Molekularströme der 
Energie des Mediums entnommen wird und Q^ dieser wieder zu- 
gute kommt, so kann man es so ansehen, als ob nur die elektro- 
motorische Kraft des Stromes die sichtbare Arbeit Q^ ge- 
leistet hätte, und die Mediumenergie unverändert geblieben 
wäre. Wenn zwei Magnete auf einander wirken, so wird alle 
Arbeit der Mediumenergiä entnommen, da sichtbare elektro- 
motorische Kräflie nicht vorhanden sind. 

Zweitens, wenn unveränderliche Magnete einmal in eine 
bestimmte, dann in eine andere magnetisirbare Flüssigkeit 
tauchen, so sind die Kräfte, welche sie in jeder Flüssigkeit 
auf einander ausüben, dem Werthe des M der betreffenden 
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Flüssigkeit verkehrt proportional. Die &äfte von Solenoiden 
dagegen sind in gleichem Falle dem M direkt proportional. 
Dies erklärt sich folgendermaassen: Die letztere Behauptung 
ist, wie wir sahen, nur richtig, wenn sowohl in der ersten 
als auch in der zweiten Flüssigkeit M an allen Stellen des 
Eaumes denselben Werth hat, also der Werth des Jlf im In- 
nern des Drahtes ohne Einfluss ist. Diese Behauptung triflft 
daher nur zu, wenn auch der Baum zwischen und innerhalb 
der Solenoid Windungen jedesmal von derselben Flüssigkeit wie 
der äussere Baum erfüllt ist. Diese Bedingung ist aber bei 
den Molekularströmen der Stahlmagnete keineswegs realisirt. 
Vgl. hierüber Wied. Ann. Bd. 48, S. 100, 1893, wo ich noch 
ausfuhrHcher erwiesen habe, dass unter gewissen Voraus- 
setzungen alle wesentlichen Eigenschaften der Stahlmagnete, 
auch wenn man von jedem wahren Magnetismus absieht, auf 
dem Boden der MaxwelVschen Theorie vollkommen erklärt 
werden können. 



Zwölfte Vorlesung. 



§ 25. Fernwirkungsgieichungen. 

Wir sind mit der Betrachtung aller Erscheinungen zu 
Ende, zu deren EJrklärung der bisherige Grad der Annäherung 
in der Kechnung ausreicht. Bei der Berechnung der Erschei- 
nungen der inducirten elektrischen Ströme, welche ebenfalls 
noch in der alten Elektricitätstheorie behandelt zu werden 
pflegen, müssen wir bereits in der Eeihenentwickelung ein 
weiteres Glied berücksichtigen. Dies geschieht am besten, 
indem man zuerst die allgemeinen Formeln C und D, in denen 
gar nichts vernachlässigt ist, in eine andere Form bringt. 
Wir erhalten zunächst aus den com^leten Gleichungen D: 



JP= ^ ^ 



^ dt 



d(Mß) d{MY) 
dx dy 



d (dP , dQ , dB 



{ 



+ rrzl-yzr + ^TT + 



dx \ dx dy dx 



Wir wollen wie früher (Gleichung 36 und 37) setzen: 



qen w - -Lf^l^ 4. 1? , rfÄ\ j_ /rfp ^ ^\ 

' ^ ^ "" 4:nJ Q [dx ^ dy ^ dx) "" 4n [dx ^ dy ^ dx J ' 
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wo auch die Flächenelemente von Trennungsflächen in die 
Integration einzubeziehen, letztere daher als Volumina von 
sehr geringerer Dicke zu betrachten sind. Analog setzen wir 
zur Abkürzung: 

j^^jMad^^ j^^jMßdr^^ j^^ JMrd. 

Dann wird 



^ dx 47i|> dtl dy dx \ 

und analoge Gleichungen gelten für Q und R. 

Diese Gleichungen zeigen, dass, wenn sich die magne- 
tischen Polarisationen rasch genug ändern, P, Q, R nicht mehr 
die partiellen Ableitungen einer und derselben Grösse nach 
den Coordinaten sind, und zwar sind die Zusatzglieder, welche 
rasch veränderliche magnetische Polarisationen zu den elek- 
trischen Kräften P, Q und R liefern, dieselben, welche elek- 
trische Ströme zu den magnetischen Kräften cc, ß, y liefern. 
Unser Bild muss daher durch die Annahme ergänzt werden, 
dass veränderliche Magnete und magnetische Polarisationen 
auf Elektricitätsmengen und auch gegenseitig auf einander 
ganz analoge Kräfte wie elektrische Ströme auf Magnetpole 
resp. gegenseitig aufeinander ausüben. 

Behandeln wir die Gleichungen C wie früher die Gleichungen 
D, ohne irgend etwas zu vernachlässigen, so erhalten wir an 
Stelle der Gleichungen 77, 78 und 33m die folgenden: 



n 



— i_ (HL _ ^^ ] _ AyL 

^ ^ \ dx dy ) dx ^ 

dtp 



" ~ 'i)[ dx dx] 



7= W 



dy 
dU dV\ dyj 



> 



V \ dy dx 1 dx 



)- 



Dabei ist ifj dieselbe Grösse wie früher. Es ist also nach 
den Gleichungen 36m und 37 m: 



^) Sind nämlich f, rj, ^ die Coordinaten des Volumelementes dx, so 
liefert die partielle Integration: 

[dx d(Ma) f. -. "^(7) ^ \ ^ TUT 1 

*J q d^ ^ d^ dx ^ q 
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36mf) V' = f-^^ = ^ f |^7?T?) . 

' J Q 47r \dx dy dx) 

Dagegen hat U folgende Bedeutung: 



93) 



t../iL[i(p+ji+^4f].z(p+jn+4l^', 



wobei der angehängte Index t eine Differentiation nach t be- 
deutet. Analog sind V und W definirt. 

Die Gleichungen F und A enthalten zwei neue Unbekannte 
y und 1/^; denn die Gleichungen 36 f und 36 mf sind nicht als 
zwei neue zur Bestimmung von cp und ip geeignete Gleichungen 
zu betrachten, da sie aus F und A und dem Verschwinden 
von (p und i// im Unendlichen folgen. Setzt man die Werthe 
von (p und if) aus 36 f und 36 mf in F und A ein, so erhält 
man nicht mehr sechs unabhängige Gleichungen für die sechs 
Unbekannten P, Q, i?, a, /S, y. 

Um ein zur Bestimmung von P, Q, R, cc, ß, y, y, xfj aus- 
reichendes System von acht independenten Gleichungen zu er- 
halten, muss man zu F und A noch die folgenden beiden 
Gleichungen dazu nehmen: 

1 d 



16a) 



471 dt 



djDP) djDQ) d{DB)] dL(P-hX) 
dx dy dx \ dx 

. dL{Q+Y) , dL{B + Z) _^ 
"*" d^ "^ dl - "' 

^^^ djMa) d(Mß) d(Mr) ^ Q 

' dx dy doc 

(wobei wir wahren Magnetismus ausschliessen), sowie auch die 
Bedingung, dass (p und i// im Unendlichen verschwinden. Für 
Discontinuitätsflächen müssen natürlich sowohl die Gleichungen 
als auch die Integrale die nach dem Principe der Continuität 
der Uebergänge gebildete Form annehmen. Diese Gleichungen 
Fj A, 16a und 74f ersetzen die ursprünglichen Maxwell'schen 
C und D vollständig. 

Da sie a, ß, y und P, Q, R nicht bloss durch die Zustände 
der unmittelbar benachbarten Volumelemente, sondern durch 
Integrale ausdrücken, welche über den ganzen Raum zu er- 
strecken sind, so wollen wir sie die MawelPschen Fem- 
wirkungsgleichungen nennen. Sie sind insofern unlogischer und 
für die Berechnung rascher elektrischer Schwingungen weniger 
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brauchbar als die Gleichungen, von denen wir ausgingen, weil 
die Formeln flir cc, ß, y selbst wieder die Kenntniss von 
P, Qy B im ganzen Räume und umgekehrt die flir P, Q, Ä die 
Kenntniss von a, ß, y im ganzen Baume voraussetzt. 

Dagegen sind sie ganz gemacht zur Berechnung der an- 
genähert stationären (aphoten) Bewegung. Wären daher die 
Nahewirkungsgleichungen C imd D das uns ursprünglich Ge- 
gebene, so müsste die alte Femwirkungstheorie als eine ge- 
radezu geniale Methode zur angenäherten Integration derselben 
bezeichnet werden. Hat man es z. B. mit einer endlichen 
Zahl linearer Ströme zu thun, so kann man die gesammte Be- 
wegung in jedem derselben angenähert durch eine einzige 
Variable (die Stromstärke) charakterisiren, und aus derselben 
P, Q, B so berechnen, als ob der Strom stationär wäre. Aus den 
Gleichungen F berechnet man dann vermittelst der gefundenen 
Werthe von P, Q, R die Werthe von a^ßy und substituirt diese 
in die Gleichungen A, Man erhält dadurch gewöhnliche 
Differentialgleichungen mit einer Unbekannten flir die Strom- 
stärke, am besten, indem man flir jeden Stromkreis: 

f{Pdx + qdy + Rdz) 

berechnet. Aus diesen und den Anfangsbedingungen können 
die Stromstärken selbst bestimmt werden. Kann ein Theil 
einer Leitung nicht als linear betrachtet werden, so setzt man 
voraus, dass sich der Strom dort angenähert so vertheilt, als 
ob er stationär wäre. Die genauere Berechnung der Ver- 
theilung daselbst, sowie überhaupt in den verschiedenen Flächen- 
elementen des Querschnittes eines beliebigen stromführenden 
Drahtes ist Gegenstand eines weiteren Grades von Annäherung. 
Um in unserem Bilde der Erweiterung Rechnung zu tragen, 
welche die Gleichungen 77 dadurch erfuhren, das £/, F", W an 

die Stelle von p^ q, r traten, müssen wir annehmen, dass 
bezüglich der inducirenden Wirkung zum galvanisch geleiteten 
Strome, der die Componenten: 

p=^L[P+X), q = Z{Q + T), T=^L[R + Z) 
hat, noch ein zweiter mit den Componenten: 

BPt J^Qt ^^t 

4 71 4 TT 4 TT 

hinzukommt, welcher überall sich einfach zum ersten addirt. 
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also denselben inducirenden (und um das Energieprincip zu 
wahren, auch magnetisirenden und elektrodynamischen) EfiFekt 
hat. Die Elektricitätsmenge, die als galvanisch geleiteter 
Strom in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit in der Ab- 
scissenrichtung strömt, ist nach Formel 23 p = Z{P+X). 
In Folge der dielektrischen Polarisation hat die Volumeinheit 
nach Formel 44 das dielektrische Moment: 

in der Abscissenrichtung, welches wir uns dadurch entstanden 
denken können, dass im Volumelemente dx .dy ,dz auf der zur 
Abscissenaxe senkrechten, der negativen Abscissenrichtung zuge- 
wandten Begrenzungsfläche dydz die negative Elektricität un- 
beweglich sitzen bleibt, wogegen die positive Elektricitätsmenge: 

— -^ — Pdydz 

um das Stück dx verschoben wird, was einem Integralstrome 

von der Intensität: 

D -h 



47T 

also von der Stromdichte: 



Pdy dZj 



P 



4 TT 

entspräche. Aendert sich die dielektrische Polarisation, so 
entspricht dies also einem Strome von der Stromdichte: 

D-h dP 

47T dt 

in der Abscissenrichtung, dem dielektrischen Polarisations- 
strome. Man müsste also, um zu den Formeln Maxwell 's 
zu gelangen, in dem Bilde annehmen, dass die durch dielektrische 
Polarisation verschobene Elektricität, während sie verschoben 
wird, im Verhältnisse i?/jD — bmal stärker elektrodynamisch 
wirkt, als die galvanisch geleitete. Ist dagegen b gleich Null, 
so hat man der Elektricität einfach dieselbe elektrodynamische 
Wirkung zuzuschreiben, ob sie im galvanischen Strome fliesst, 
oder durch dielektrische Polarisation verschoben wird. 

Sowohl die elektrischen Kräfte P, Q, R als auch die magne- 
tischen «, /?, y erscheinen in den Formeln F und A als Summen 
zweier Addenden, von denen der eine der Differentialquotient 



J 
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des Potentials aller wahren und durch Influenz frei gewordenen 
Elektricitats- oder Magnetismnsmengen ist, der andere aber 
die sogenannte Inductionswirknng darstellt. Die so modificirte 
Fernwirkungstheorie liefert also nicht bloss fiir aphote Be- 
wegungen, sondern auch in allen anderen Fällen dasselbe 
Resultat wie die Maxweirsche, und es kann durch Experi- 
mente in keiner Weise zwischen beiden entschieden werden. 
Würde z. B. alles im unelektrischen und unmagnetischen Zu- 
stande sein, und plötzlich an einer Stelle Trennung von Elek- 
tricität stattfinden, so würde zunächst in der unmittelbaren 
Umgebung durch Influenz und dielektrische Polarisation ent- 
gegengesetzte Elektricität frei, welche anfangs die Femwirkung 
der ursprünglich erzeugten Elektricität an jedem Punkte so- 
lange aufhöbe, bis er von den elektrischen Wellen erreicht 
würde. Freilich muss b so klein angenommen werden, dass 
für jeden Körper i> — b positiv ist. Wäre diese Grösse fiir 
einen Körper gleich Null, so müsste in demselben der dielek- 
trische Polarisationsstrom unendlich stark in die Feme wirken, 
wogegen ein negativer Werth von i> — b zu Labilität des Ruhe- 
zustandes führen würde. 

Nimmt man dagegen an, dass die dielektrischen Polari- 
sationsströme wie die galvanisch geleiteten, nicht i>/i? — b mal 
stärker wirken, so ist die experimentelle Bestimmung von b 
möglich. 

Falls man L = X= Y = Z = setzt , lassen sich in den 
Formeln die Grössen D, P, Q, R, (p vollständig mit M, a, ß, y, ifj 
vertauschen. Die magnetischen Erscheinungen spielen sich 
also gerade so ab, wie die elektrischen in einem Nichtleiter, 
der von äusseren elektromotorischen Kräften frei ist. Erst 
dadurch, dass die dielektrische Polarisation eines solchen 
wieder vollständige Analogie mit der stationären Strömung 
zeigt, entsteht die weitere Analogie zwischen magnetischer 
Polarisation und stationärer Strömung, die sich aber nicht wie 
die erstere Analogie auch auf Femwirkung und Inductions- 
wirkung erstreckt, indem z. B. stationäre Ströme auf Magnet- 
pole, aber nur veränderliche magnetische Polarisationen auf 
wahre Elekricität ponderomotorisch wirken. 

In einem Systeme von Körpern, wo weder Leitungstähig- 
keit noch äussere elektromotorische Kräfte vorhanden sind, 
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werden freilich, wenn es anfangs yollkommen unelektrisch und 
unmagnetisch war, keine elektrischen Bewegungen entstehen 
können. Wenn aber schon zu Anfang wahre Elektricitat vor- 
handen war, wird diese nach den Gesetzen, welche wir kennen 
gelernt haben, ponderomotorisch und dielektrisch polarisirend 
wirken. Ebenso können auch elektrische und magnetische 
Oscillationen, welche schon zu Anfang erregt waren, weiter 
verlaufen. In diesem speciellen Falle sind dann Elektricitat 
und Magnetismus durch vollkommen analoge Gleichungen be- 
stimmt. 

Da, wie wir sahen, Aenderungen der dielektrischen Polari- 
sation elektrischen Strömen vollkommen äquivalent sind, so 
müssten sich zwei Paraffinringe, in deren jedem gleichsinnig sich 
eine tangentiale (auf der Meridianebene senkrechte), rund herum 
gehende dielektrische Polarisation rasch ändert, gerade so an- 
ziehen, wie zwei elektrische Ströme. Aus der Reciprocität 
zwischen Elektricitat und Magnetismus folgt dann weiter, dass 
sich auch zwei Elisenringe, in denen sich tangentiale magnetische 
Polarisationen gleichsinnig ändern, anziehen müssen, welche 
Femwirkung ebenfalls unserem Bilde beigefugt werden müsste. 
Hierauf machte zuerst Hertz ^) aufmerksam. Auch Paraffin- 
ringe, die einem verwandten Zwecke dienen sollten, hatte 
Hertz schon gegossen. ^ 

§ 26. Induction in einer geschlossenen Bahn. 

Wie schon bemerkt, müssen wir, um die Inducüonsströme 
zu erhalten, in Formel J auch die letzten Glieder rechts be- 
rücksichtigen, dürfen also P, §, Ji nicht mehr als Ableitungen 
einer und derselben Grösse nach den Coordinaten betrachten. 
Um aus den Gleichungen J die Grösse tp zu eliminiren, be- 
stimmen wir 

j\Pdx + Qdy + Bdz), 

über die ganze geschlossene Strombahn erstreckt, in welcher 
der Inductionsstrom zu berechnen ist Es ei^ebt sich: 

n H*>rti» Wied. Aim., Bd. 23, S. 84, 1884. 

*) ^«"he d««9«n Uatersodumgeii über die Ansbieitimf: der elektrischen 
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, (dMa dMv\ j , ( dMä 

+ (-^x — dJ^)^y + [-d^ 

daher nach dem Stok es 'sehen Satze, da 



dMa \ 

dy ) 



dz 



Y 



dt [ 



diMtt) . d{Mß) , diMy) 



dx 



+ 



dy 



+ 



dx 



und daher auch 



dMa dMß dMY 



dy dx 

jedenfalls verschwinden, 

/ [Pdx + Qdy + Rdz) = - Y^-Jj j do[JM^ cos {nx) 



+ A Mß cos {ny) + A My cos (w z)] , 



und da AMa= —AnMa, so folgt weiter: 

94) / {Pdx + Qdy + Rdz) = ^j^ Mdo[cc cos{nx) + ß cos {ny) 

+ y cos {nz)']. 

Man kann diese Gleichung nach Hertz einfacher finden, indem 
man zuerst schreibt: 



j'{Pdx + Qdy + Jtdz)=^f[{^-^)coB{nx) 



, (dP dR\ , . , IdQ dP\ , . 



do^ 



und dann für 



dE 



dQ 



dy dx 

und die beiden analogen Grössen deren Werthe aus den 
Gleichungen D substituirt. Ich habe aber absichtlich den 
obigen weitschweifigen Weg eingeschlagen, weil er die Natur 
dieser Grössen als Correctionsglieder zu P, Q, Ä, die über 
eine geschlossene Curve integrirt, nicht verschwinden, während 
die Hauptglieder verschwinden, besser hervortreten lässt. 

Wenn das Integrale der rechten Seite der Formel 94 eine 
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lineare Funktion der Zeit ist, was in allen Fällen mit Aus- 
nahme der raschesten elektrischen Schwingungen sehr ange- 
nähert erfüllt ist, so wird der Inductionsstrom vollkommen 
stationär und seine Stromintensität J — g(o in jedem Quer- 
schnitte o" des Leiters dieselbe, m ist die Stromdichte normal 
zum Querschnitt o*. Die Gleichung 20 liefert daher 

Jds = aLNds = GL{Pdx + Qdy + Rdz), 
folglich: 

d^ 



J\-^ = \{Pdx + Qdy + Rdz) = - 



dt 



wobei ß dieselbe Bedeutung wie in Gleichung 90 hat. Da 
i ß, wie wir schon sahen, das elektrodynamische Potential der 
beiden Ströme auf einander ist, so liefert dies die bekannten 
Franz Neumann'schen Gesetze für die galvanische Induction. 
Nach Gleichung 88 wird, wenn nur ein einziger Strom von 
der Intensität i" inducirend wirkt: 

Ich will hier noch die folgende Bemerkung beifügen. Sei 
ein ganz beliebig gestalteter leitender zweifach zusammen- 
hängender Eaum (Ring) gegeben; daselbst soll durch veränder- 
liche, ausserhalb der Eingmasse liegende, elektrische Ströme 
oder Magnete ein elektrischer Strom inducirt werden. Die 
Aenderungsgeschwindigkeit der Ströme und Magnete soll durch 
einige Zeit constant sein. Dann ist bekanntlich immer: 



""^ dt 


' dMß 
dx 


dMr' 

dy 


+ ^y di 


' dMy 
dx 


dMa 
dx 








+ ^' dt 


dMa 
dy 


dMß 
dx 



1 



im Innern der Ringmasse das vollständige Differential einer 
mehrdeutigen Funktion 

Die Gleichungen J liefern daher 



Setzen wir daher: 



d X d X 



dx ^^ ^ dy ^1^ ' dx i' 
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SO sind innerhalb der Ringmasse Pj, Q^, R^ die partiellen Ab- 
leitungen einer eindeutigen Funktion der Coordinaten nach 
diesen, da cp aus den in § 18 S. 90 angeführten Gründen 
eindeutig ist. Da x nicht von der Zeit abhängt, kann man 
die erste der Gleichungen C auch so schreiben: 

1^ dt dx dy iU Vi dx}' 

und analog die beiden anderen für die y- und z-Axe. Genau 
dieselben Gleichungen, denen hier die Grössen Pj, Q^, R^ 
genügen, würde man für P, Q, R erhalten, wenn die Elektri- 
citätsbewegung überall stationär wäre, also keine inducirenden 
Ströme oder Magnete vorhanden wären, dafür aber 

dx ' dy ' dx 

wäre. Alsdann würden die Gleichungen D nur fordern, dass 
P, Q, R die Ableitungen derselben Grösse nach den Coordi- 
naten sein müssen, welcher Bedingung ebenfalls P^, Q^, R^ 
genügen. Es haben also bei dem Problem der Induction 
Pj, Q^, R^ dieselben Werthe wie beim letzteren Problem 
P, Q, R, Da aber bei ersterem Problem -£P, LQ, LR, bei 
letzterem 

L(P^ + X) = XP, L[q^ + r) = ZQ, Z{R, + Z) = IR 

die Stromdichten sind, so ergiebt sich, dass beim ersten Problem 
die Inductionsströme genau dieselben Gesetze befolgen, wie 
beim letzteren die durch äussere elektromotorischen Kräfte 
erzeugten, deren Componenten ebenfalls die partiellen Diffe- 
rentialquotienten der mehrdeutigen Funktion x sind. 

Da wir im § 18 sahen, dass im letzteren Falle der Ver- 
lauf der elektrischen Ströme unabhängig von der Form der 
Funktion x ^^d bloss proportional der Constanten ist, um 
welche diese bei einem Umlauf um den Ring wächst, so ist 
auch der Verlauf der Inductionsströme derselbe, sobald nur 
für die jetzt wieder mit x bezeichnete Funktion diese Con- 
stante denselben Werth hat. 

Wir sahen femer folgendes: Wenn der Ring statt aus 
leitender Substanz aus verschiedenen Dielektricis gebildet wäre, 
deren Dielektricitätsconstanten durchaus sehr gross gegenüber 
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den Dielektricitätsconstanten der den Ring umgebenden Körper 
wären, so würden genau dieselben Grenzbedingungen, wie fiir 
einen Ring aus leitenden Substanzen gelten, nur dass die B an 
Stelle von \itL träten. Wie jfrtiher die Stromdichten, so wären 
jetzt die Componenten der dielektrischen Momente den Grössen 
Py Q, R proportional. Unter dem Einflüsse derselben indu- 
cirenden Kräfte würden sich also die dielektrischen Polarisa- 
tionen gerade so vertheilen, wie in einem leitenden Ringe die 
Stromstärken, und ebenso würden sich auch in einem aus 
verschiedenen weichen Eisensorten bestehenden Ringe unter 
dem Einflüsse gleicher magnetisirender Kräfte die magnetischen 
Polarisationen verhalten, falls nur die Magnetisirungsconstanten 
sämmtlicher Eisensorten genügend gross wären. 



Dreizehnte Vorlesung. 



§ 27. Veränderte Form der aus Maxwell's Theorie 
folgenden Fernwirkungsgieichungen. 

Wir wollen zunächst an den MaxwelFschen Gleichungen 
einige rein formale Veränderungen vornehmen. Um Platz zu 
ersparen, schreibe ich immer nur die auf die ar-Richtung be- 
züglichen Formeln, ohne besonders hervorzuheben, dass ana- 
loge auch für die y- und 2: -Richtung gelten, da der Leser 
immer leicht selbst sehen wird, wo dies der Fall ist. Wir 
setzen zunächst in Gleichxmg D M=M' + mj wobei m wieder 
eine beliebige, flir alle Körper zu allen Zeiten constante Grösse 
ist. Alsdann differenziren wir die zweite der Gleichungen D 
partiell nach z, die dritte partiell nach y und subtrahiren. 
Wii' erhalten dann: 

m d I dß _ dj\ 1 d ( d(M' ß) _ rf(Jf» \ 
H) dt\dx dy)'^dt\ d% dy ) 



dx \ dx dy d% j^ 
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und hieraus: 








wobei, wie früher, 


m dU 1 d 
U* dt ' 47r|l dt 


'd(M-m)Y 
dy 


d{M-mm 
dx 



93) U=^L{P+X) + D.Ptj4.n. 

Die drei Gleichungen, deren Repräsentant Am ist, im Vereine 
mit r, 16a und 74f ersetzen die Maxwell'schen vollständig. 
Wir können diese Gleichungen folgendermaassen interpretiren: 
Die elektrische Kraft P in einem Punkte Ä des Eaumes (Auf- 
punkt) setzt sich aus drei Addenden zusammen. Der erste 
Addend ist die elektrostatische Kraft. Es ist dies die Kraft, 
welche eine Masse, die den Baum mit der Dichte 

1 I dP dJQ_ dE \ 
^n\dxdy dx] 

erfüllen würde, auf eine im Punkte A befindliche Masse 1 
nach dem Newton 'sehen Gravitationsgesetze ausüben würde. 
Der constante Faktor bei letzterem ist dabei gleich 1, dieses 
also in der Form mm'/p^ zu denken und es wird ange- 
nommen, dass gleichbezeichnete Massen sich nach diesem Ge- 
setze abstossen. 

Der zweite Addend ist die elektrodynamische Kraft. Um 
diese zu interpretiren, erklären wir zuerst die Gleichungen JT. 
Wir denken uns nämlich zur Stromdichte des galvanisch ge- 
leiteten Stromes p = i (P + -X) noch die dielektrische Strom- 
dichte DPi/Atc hinzu addirt. Die Summe p + DPtl47t = u 
nennen wir die gesammte nach der X-Richtung geschätzte Strom- 
dichte und definiren ebenso v und w. Jedes Volumelement 
dxdydz ist nun drei Stromelementen mit den Intensitäten 
udydzj vdxdzj'wdxdy und den Längen dxj dy und dz 
äquivalent. 

Als das elektrodynamische Potential der Stromelemente 
dsy ds' mit den Stromintensitäten z, i' bezeichnen wir die 
Grösse: 

,«1 ii' dsds' (tosidsyda') 

und nehmen an, dass die ponderomotorische Kraft auf jedes 
Stromelement ids nach irgend einer Coordinatenrichtung gleich 
dem Dififerentialquotienten des elektrodynamischen Potentials 
aller anderen Stromelemente darauf, also des über alle anderen 

Boltzmann, Vorlesungen, 11. 9 
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Stromelemente erstreckten Integrals von d^ nach der be- 
treffenden Coordinate ist. 

Die nach den Coordinateneinrichtungen geschätzten Kraft- 
componenten, welche infolge aller vorhandenen Sti-öme mit Ein- 
schluss etwa vorhandener unveränderlicher Molekularströme (per- 
manenter Magnete) auf das Ende eines Solenoids wirken, für 
welches ifNMj^d = 1 ist, definiren wir als die Componenten 
der magnetischen Kraft (besser Feldstärke) und bezeichnen 
sie mit a, ß, y. Hierdurch sind die Gleichungen F inter- 
pretirt. Der zweite Addend im Ausdrucke fiir P ist, da wir 
hierbei Einfachheit halber tn = 1 setzen, der nach der Zeit 
genommene negative Differentialquotient des elektrodynamischen 
Potentials aller vorhandenen elektrischen Ströme auf ein im 
Aufpunkt gedachtes, der Abscissenrichtung paralleles Strom- 
element von der Intensität und Länge 1. Es muss also 
angenommen werden, dass zur elektrostatischen Kraft noch 
eine zweite kommt, welche diesem Differentalquotienten 
gleich ist. 

Was endlich den dritten vom Magnetismus herrührenden 
Addenden anbelangt, so ist es nicht nothwendig, dafür be- 
sondere Grundannahmen zu machen. Es genügt vorauszu- 
setzen, dass in jedem Volumelemente kleine in sich geschlossene 
elektrische Ströme (Molekularströme) entstehen (oder sich ord- 
nen), beides unter Ueberwindung einer a proportionalen Mole- 
kularkraft, so dass für sie die Summe der Produkte aus der 
Stromintensität und der Projektion ihrer Fläche auf die yz- 
Ebene immer gleich 

M- 1 



Aiii 



. a 



ist, wobei a die oben definirte magnetische Kraft, M eine Con- 
stante ist. Analoges muss natürlich von der y- und z-Rich- 
tung gelten. Durch die Annahme, dass diese Molekularströme 
gerade so elektrodynamisch und inducirend wirken, wie sicht- 
bare Ströme, erhält man den dritten Addenden in der Gleichung 
Axci für P, den man die elektromagnetische Induktionskraffc 
nennen kann. Um endlich die Gleichungen 16 a, A, 8 und 9, 
welche ja giltig bleiben, zu interpretiren, haben wir noch die 
dielektrische Verschiebung und das Fortströmen der neutralen 
Elektricität unter Gegenwirkung einer bei ersterer der Ver- 
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Schiebung, bei letzterer der Geschwindigkeit proportionalen 
Kraft ganz wie in den §§ 6, 7 und 11 anzunehmen. 

Alle diese Aussagen, welche wir hier nur als eine Inter- 
pretation der im Laufe der Untersuchung erhaltenen Glei- 
chungen aufgefasst haben, könnte man auch als Grundlage der 
ganzen Theorie an die Spitze stellen, ähnlich wie es die alte 
Fernwirkungstheorie macht. Man würde daraus sofort die 
Gleichungen F und Axa erhalten. Da wir die Magnetismen 
durch Molekularströme erzeugt denken, denen durchaus in 
sich zurückkehrende magnetische Kraftlinien zukommen, so 
würde folgen, ,dass Kj-aftlinien nirgends ihren Anfang nehmen 
oder enden können, d. h. es folgt die Gleichung 74f und endlich 
würde aus der Annahme über die stoffliche Natur des elek- 
trischen Fluidums, wie wir sie in den §§ 5 — 12 gemacht haben, 
die Gleichung 16a folgen. Dass wir, um dem dielektrischen 
Polarisationsstrom Rechnung zu tragen, zu jo das Glied i> . P^ / 4 tt 
addirt haben, könnte man wieder damit motiviren, dass er 
I) — b/J5mal stärker als der galvanisch geleitete Strom wirkt. 
Aus den Gleichungen jT, Jm, 16a und 74f könnte man dann 
umgekehrt die Maxweirschen Nahewirkungsgleichungen ab- 
leiten, welche für uns den Ausgangspunkt bildeten. 

Eine weitere, rein formale Veränderung ergiebt sich, wenn 
man statt X, 7, Z drei Grössen X, ^, 3 einfuhrt, welche fiir 
/ = — 00 verschwinden und die Differentialgleichungen erflillen : 



95) 



471 dt 
D -h d 



47r dt 



+ Zdc = ZX 



+L^=LY 



V 47T dt ^ 

d. h. wenn man setzt: 



dc = 



47tL - 



D- b 



4n Lt f* 4:n Lt 



e 

— 00 

wobei b vorläufig eine beliebige Constante ist. Analoge Werthe 
haben ^ und 3- 

Sind uns die Grössen X, T, Z als Funktionen der Zeit und 
der Coordinaten gegeben , so sind es auch X, g), 3« Sind X, Z, Z 

9* 
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für längere Zeit constant, so wird dl = X, ^ = Y, Q = Z. Da 
nur dieser Fall einigermaassen genauer untersucht ist, so lässt 
sich in keiner Weise entscheiden, ob es zweckmässig ist, die 
Grössen Z, Y, Z oder X, f), 3 als die von aussen wirkenden 
Kräfte zu betrachten. Durch Einfuhrung von X, ^, 3 ^-n Stelle 
von X, Y, i^ verwandeln sich die Maxwell'schen Nahewirkungs- 
gleichungen C in Gleichungen von der Form: 

py. D dP D — b dji __ dß d^ 4tn L .p ^. 

^*^ T"äT"^ W~ ~dt'~~d^ '^'dy W^^'^^f' 

während die Gleichungen D unverändert bleiben. Die Fem- 
wirkungsgleichungen J'und Am ändern sich nur insoweit, dass 
Uj r, W statt durch die Gleichungen 93 durch Gleichungen be- 
stimmt werden, welche die Form haben: 



93X) ü=L{P-[-l£) + ^^ + ^—^lit. 

4 TT 471 

Für b = wirken die äusseren elektromotorischen Kräfte, 
wenn man sie auf die Form X, ^, 3 bringt, in dem Bilde auf 
die Strömungselektricität imd Polarisationselektricität gleich- 
massig. Auf die Möglichkeit einer solchen Form wurde schon 
am Schlüsse des § 11 hingewiesen. Durch Einführung von 
3£, ^, 3 gött femer die Gleichung 16a über in: 

1 d 



163E) 



471 dt 



d(D-b){P+lS) d{D-\>){Q + W 
dx dy 



"^ d% 



dL{P + lS) ^ (^L(0+?)) 



dx dy 

dL{R + ^) ^ __ _b d_ I dP dQ_ dR\ 

dx 471 dt\dx dy dxj' 

Wollen wir diese letzte Gleichung durch unser Bild darstellen, 
so identificiren wir zunächst b mit der bei Einführung der 
freien Elektricität im Bilde so bezeichneten Grösse. Für die 
Componenten des dielektrischen Moments der Volumeinheit in 
den drei Coordinatenrichtungen müssen wir dann die Werthe 
annehmen: 

44X) E'=€'(P + 3E), ? = «'{« + 2)), ä'=6'(Ä + 3), 

wobei 

D -h 



6 = 



4 71 

dieselbe Grösse ist, die wir früher mit 6„h bezeichnet haben. 
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Für die Dichte der freien Elektricität dagegen müssen wir den 
Werth annehmen: 



3736) 



E' = 



471 



dP dQ_ dR 



dx 



dy 



d% 



4t7l 



ä(^-,-x) 



dx 



I 4-^) , 4-^ 



dy dx 

Die Gleichung 16X verwandelt sich dann in: 

dE' du' dv' dw' 



16b) 
wobei : 



dt 



dx 



dy 



dx 



u = 



dl' 
dt 



+ 



K e 



f > 



V 



dt)' 
dt 



+ 



9' 



X 8 



I J 



dt ^ X8' ' 



X = 



L 



ist. Das Bild stellt dann zunächst die Gleichungen dar, deren 
Nummern mit dem Index de versehen wurden. Und da diese 
noch immer mit den ursprünglichen Maxwell' sehen identisch 
sind, so ist es nur ein verändertes Bild, das auch wieder die 
ursprünglichen Maxwell' sehen Gleichungen darstellt, und wir 
befinden uns noch ganz auf dem Boden der Maxwell'schen 
Theorie. Es ist zwar das Bild, nicht aber die durch dasselbe 
oder durch die Gleichungen dargestellten Erscheinungen vom 
Werthe des b abhängig. 

Doch fuhren diese Gleichungen jetzt von selbst auf eine 
verallgemeinerte Theorie, welche nur für verschwindende b mit 
der Maxwell'schen identisch wird, für andere Werthe des b 
aber Erscheinungen darstellt, die vom Werthe des b abhängen. 
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In unserem neuen Bilde ist gemäss der in § 25, pag. 122 
entwickelten Principien die Aenderung der dielektrischen Polari- 
sation einem Strome äquivalent, dessen in der Richtung der 
Abscissenaxe geschätzte Dichte gleich e'{Pt+ Xt) ist. Es liegt 
nun der Gedanke nahe, wie in 16b, so auch in C3£ resp. 
9336 zum galvanisch geleiteten Strome an Stelle des Gliedes: 



DP, 
4 n 



+ 



D-h 

4 n 



X* 
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bloss den im Bilde erscheinenden dielektrischen Polarisations- 
strom: 

-4^ dt — «(^^+*0 

hinzu zu addiren. Die Femwirkungsgleichungen F und Jm 
bleiben dann unverändert, jedoch sind U, F, W an Stelle der 
Gleichungen 93 oder 933£ jetzt durch Gleichungen von folgender 
Form bestimmt: 



Es ist dann nicht mehr: 



xe 



= u 



du , dV . dW f. 
+ ~yT. — I — jT~ = ^• 



dx dy dx 

Es ist daher mit den Gleichungen A m nicht mehr verträglich 

zu setzen: 

oß\ A dP . dQ . dR 

Wir wollen q> noch immer als das Potential einer Masse de- 
finiren, welche den Baum mit der Dichte Wji erfüllt, d. h. 
wir halten das Coulomb 'sehe Gesetz für die Wirkung der 
Elektricitätsmengen auf einander aufrecht. E' ist aber nicht 
mehr durch die Gleichung 373£ definirt, sondern bloss durch 
die Gleichung 16 b). Sein Anfangswerth für ^ = ist willkür- 
lich (gleich der gegebenen schon anfangs vorhandenen freien 
Elektricität), d. h. wir halten daran fest, dass der Gehalt eines 
Volumelementes an freier Elektricität sich nur dadurch ändern 
kann, dass Elektricität entweder hinzu- oder hinweggeleitet 
oder durch dielektrische Polarisation hinein- oder heraus- 
geschoben wird. Man kann aber die Gleichung: 

dV , dV ^ dW r. 
H — Trr H — tt" = " 



dx dy dx 

wieder herstellen, indem man zu üj V, W noch die nach den 
Coordinaten genommenen Differentialquotienten der Grösse: 

dE' 



«;=yrf,[„'4^ + .'4^ + «,'4L]=yrf,.,. 



dt 



mit einem noch zu bestimmenden Faktor multiplizirt, addirt. 
Dem Faktor wollen wir die Form geben (1 — ä)/2, wobei k 
eine vorläufig willkürliche Constante ist. iffjjC ^^^^ hierbei 
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die Coordinaten des Volumelementes dz. Es folgt hieraus 
leicht: 

at dt 

Wir setzen also jetzt in den Gleichungen F und Am: 

-k dW 



93') 






dx 
l'-k dW 



2 dx 

Wir erhalten aus diesem Ansätze: 

971 dU dV dW _ j.dW_ dq> 

^ dx ^ dy ^ dx -- '^ dt " "^Ti' 

Die so modificirte Maxwell' sehe Theorie liefert also die Fem- 
wirkungsgleichungen -T und Jm, welche noch ergänzt werden 
durch die Gleichungen 16 a und 74 f. Darin sind üj V, ^ durch 
die Gleichungen 93' gegeben. 

Wir wollen nun ganz die von Herrn v. Helmholtz an- 
gewandten Buchstaben einführen, wobei wir nur diejenigen 
Buchstaben, die im Vorhergehenden eine andere Bedeutung 
hatten, mit einem Striche versehen. Mit einem solchen ver- 
sehen wir auch die Nummern der Gleichungen.* Wir setzen 
daher: 

Ä'= 1/D, tn = 1, & = {M- 1)1471, l'= &a, fi' = &ß, v'^^y. 

Dadurch nehmen die Ferwirkungsgleichungen die Form an: 

' e dx dt dt \ dy dx ) 

^ f & " dx '^ [dx dy )' 

Da (p das Potential einer mit der Dichte H'lh im Eaume ver- 
theilten Masse ist, so kann man die Gleichung 16b auch so 
schreiben: 

1ß'\ ^ ^^^ _ dE' __ du' dv' dw' 

* 47ib dt ^ dt dx dy dx ' 

Aus r folgt: 

dx dy dx ^ 



-r 



dt dy dx 
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Femer liefert die Gleichung 74 f: 

74') !^.^!^/^^ 

dx ^ dy ^ dx ^ \dx^dy^dx} ' 

woraus weiter folgt: 

' rfj» dy dx 471 ^ 

Indem man die nach z diflferenzirte zweite der Gleichungen /" 
oder A' von der nach y differenzirten dritten abzieht, erhält 
man wieder die sechs Nahe Wirkungsgleichungen, welche die 
Form haben: 

dy dx \ &/ 

dy dx dxdt \ dt xb ) 

Aus diesen Gleichungen würden die Gleichungen 16' und 
74' identisch folgen. Statt der ersteren muss man daher zu 
den Gleichungen C und D' die folgende hinzunehmen, welche 
sich ergiebt, wenn man die erste der Gleichungen J' nach x, 
die zweite nach y, die dritte nach z diflferenzirt und sie dann 
addirt: 

100) il^-^) , il^-^) , i-T-^) , , ^3,, eP^ 

dx + dy • + d^ ' +A<p = ÄH)>^. 

Die Grösse i// kommt in den Gleichungen nicht weiter vor, 
sie kann daher als eine neue durch die Gleichungen 98 oder 
99 definirte Grösse betrachtet werden. 

Diese Gleichungen sind vollkommen identisch mit den von 
Herrn v. Helmholtz entwickelten^), nur dass derselbe die 
Elektricität in dem für das ideale Standardmedium geltenden 
elektrostatischen Maasse misst, daher b = 1 setzt, wogegen 
wir das für den realen Standardkörper (Luft) geltende elektro- 
statische Maass angewendet haben. Wir liessen daher b will- 
kürlich und setzten: 



6 = 



4?! 



*) V. Helmholtz, Gesammelte Abb. I. Th., S. 621. 
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wobei B die Dielektricitätsconstante gegenüber dem realen 
Standardkörper ist; bei uns ist also b die Dielektricitätscon- 
stante des idealen Standardkörpers relativ gegen den realen. 
Für b = wird die Theorie bei jedem Werthe von k und &• 
mit der MaxwelPschen identisch, was schon Poincarö be- 
merkte. Ist b von Null verschieden, aber ä = 0, so reducirt 
sich die Gleichung 100 auf 96. Es ist also dies der Werth 
von Ä, welcher bewirkt, dass trotz der Verallgemeinerung die 
Giltigkeit der letzteren Gleichung und daher, da (f immer das 
Potential einer Masse von der Dichte E ist, auch die der 
Gleichung 373£ nicht aufgehoben wird. 

In unserer alten Bezeichnung lauten die v. Helmholtz'- 
schen Nahewirkungsgleichungen: 

-p., M da ^ dR d Q 

' ~W dt ^ dy ^ d% ^ 

Die Gleichung für ip, nämlich: 

^ da dß df 

^ dx df dx ' 

braucht nicht besonders dazu genommen zu werden, da t/^ in 
den übrigen Gleichungen nicht vorkommt. Dagegen entfällt cp 
nicht, sobald b von Null verschieden ist. Man muss daher die 
Gleichung 100 hinzunehmen, welche lautet: 

dP , dQ , dB , . .«,, d^g> 

Es ist dann durch die Anfangswerthe von a, ß, y, P, Q, B, 
also durch den gesammten Anfangszustand der magnetischen 
und dielektrischen Polarisation, der gesammte zeitliche Verlauf 
der Erscheinungen noch nicht bestimmt. Daher ist auch der 
Schluss nicht mehr verwendbar, dass durch Grösse und ßich- 
tung der elektrischen und magnetischen Kraft an einer Stelle 
des Raumes die gesammte Wirkung auf ruhende und bewegte 
Elektricität und ruhenden und bewegten Magnetismus daselbst 
bestimmt ist, ohne dass es darauf ankommt, ob die elektrische 
Kraft z. B. von einer statischen Ladung oder einem veränder- 
lichen Strome herrührt. Vielmehr müssen noch die Anfangs- 
werthe von (p und dtp j dt gegeben sein, welche bei verschie- 
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denem Ursprünge der elektrischen Kraft verschieden sein 
können. Aus (p kann man zunächst die Grösse: 



E'= - 



A(p 



4in 

bestimmen. Die Thatsache, dass (p und dtpjdt gegeben sein 

muss, läuft also darauf hinaus, dass die gesammte freie Elek- 

tricität und deren Differentialquotient nach der Zeit für ^= 

gegeben sein mufs. 

Herr v. Helmholtz leitet wieder zunächst die Fem- 

wirkungsgleichungen ab, indem er zur Basis seiner Theorie 
Principien macht, welche im Wesentlichen mit dem zu Anfang 
des vorigen Paragraphen Auseinandergesetzten übereinstimmen. 
Nur setzt er an Stelle des dort mit d^ bezeichneten Aus- 
druckes vielmehr: 

rf 5ß = ^^:^t — ö — ^^^ (^^> ^^') ■! — i~ ^^® (^^? ())cos {ds\ q) . 

Wenn ids =^ 1 gesetzt wird und ds die Abscissenrichtung hat, 
so ist die Summe der drei d^, welche sich auf die drei Strom- 
elemente u'dr, vdr, wdr beziehen, in der That: 

m*^ L 2 \ dxd^ dydrj dxdt, 

Es hat also das über den ganzen Kaum erstreckte Integral 
fd^, durch welches gemäss den jetzigen Annahmen an Stelle 
der Gleichung 93 jetzt die Grösse Uj JJ^ definirt werden muss, 
den Werth: 

Dazu kommt noch die Annahme, dass die dielektrischen Polari- 
sationsströme ebenso stark wie die geleiteten wirken. Bezüg- 
lich der Consequenzen der v. Helmholtz'schen Theorie, 
namentlich der nach derselben möglichen Longitudinalwellen, 
muss ich auf das Original verweisen. Nur eine Bemerkung 
sei noch beigefügt. Hat man einen homogenen Körper, wo 
6' und X nicht Funktionen der Coordinaten sind, so kann man 
in den Gleichungen C und D' setzen: 



E' = r + -^' 



-Ä / ^ , J, dt, 

^71 J dxdt ' 



— 00 
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woraus folgt: 






dt ' X8' 


b 

471 


d*<p _ dt" j" 
'dxdt dt X s' 



Bezeichnet man mit 5" und j" analog gebildete Ausdrücke, so 
wird ausserdem: 

dy dx dy dx 

Man erhält also statt der Gleichungen C und D' ganz ana- 
loge für j", tjf', j", aus denen jedoch y ebenso herausfällt, wie 
schon früher t// herausfiel. Es sind daher j", ^", j" die Re- 
präsentanten der Transversalschwingungen, deren Veränderung 
genau wie nach Maxwell's Theorie, also unabhängig von den 
Longitudinalwellen erfolgt. Doch sind beide Wellengattungen von 
gegenseitigem Einflüsse auf einander, sobald x und a' veränder- 
lich sind, daher auch dort, wo zwei verschiedene Körper an- 
einander grenzen. 

Bezüglich der Bezeichnungen bemerke ich noch, dass 
Maxwell die bisher gewahrte Symmetrie derselben dadurch 
stört, dass er beim Magnetismus ausser den Componenten 
der magnetischen Kraft noch die der Magnetisirungsintensität: 

4?! ' 471 *^ ' 471 ' 

und die der magnetischen Induction a=^Ma^ b = Mß^ 
c = My einführt, so dass also a = a H- 4;r-4 ist. Bei der 
Elektricität aber führt er bloss die Componenten der dielek- 
trischen Verschiebung /*= DP/iiTt, g = DQ/i^ty h =■ JDBj^it 
ein. Die Symmetrie würde erfordern, auch hier die Grössen 
[D — \)Pj4t% und BP einzuführen; freilich würde sich der 
Differentialquotient keiner dieser Grössen nach der Zeit ohne 
Faktor zum galvanisch geleiteten Strome addiren. Ich glaubte 
im I. Theile dieser Vorlesungen mehr Symmetrie zu erhalten, 
indem ich unter jtt, a, b, c die MaxwelFschen Grössen ver- 
stand, dagegen: 

a n b 



a = 



ß = ^^' y- 



setzte, so dass die von mir dort mit cc bezeichnete Grösse 
gleich der Maxwell'schen dividirt durch 47t ist. Es scheint 
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jedoch dies auch nicht zweckmässig; man müsste vielmehr, 
wenn man die Relation /*= DP/4n beibehalten wollte, auch 
a — Maj^n setzen, wobei natürlich das von Maxwell, und 
auch hier, nicht aber das im I. Theile dieser Vorlesungen 
angewandte a gemeint ist. Dann wurde also 4ina = a + 4:7i Ä. 



Vierzehnte Vorlesung. 



§29. Ueber die Wanderung wahrer Elektricität, welche 

sich ursprünglich im Innern von Leitern befand, nach 

deren Oberfläche und ein Theorem Gauss'. 

Da die Maxweirsche Theorie die elektrischen Erschei- 
nungen vielfach von ganz anderen Gesichtspunkten betrachtet 
als die alte, so dürfte es zum Verständniss beitragen, specielle 
einfache Beispiele zu rechnen, welche nicht mit Bücksicht auf 
die praktische Verwerthung, sondern lediglich auf die leichte 
Durchführbarkeit der Rechnung gerade nach MaxwelFs For- 
meln gewählt sind und daher nicht einen wesentiichen Theü 
der Maxwell'schen Theorie bilden, sondern bloss zu deren 
Veranschaulichung beitragen sollen. Wir kehren dabei wieder 
ganz zu den ursprünglichen, in den beiden ersten Vorlesungen 
entwickelten Formeln Maxwell's zurück, ohne die im vorigen 
Paragraph erwähnten Verallgemeinerungen. 

Ich habe bisher absichtlich jedes Zurückgreifen auf die 
in der ersten Vorlesung zu Grunde gelegte mechanische An- 
schauung vermieden, um zu zeigen, dass sie zur Begründung 
der Gleichungen dienen kann, aber nicht muss, dass vielmehr 
die Resultate aus den Gleichungen allein bei beliebiger anderer 
mechanischer Grundlage, oder auch ganz ohne solche gewonnen 
werden können. Jetzt aber will ich auch auf jene mechanische 
Veranschaulichung wieder zurückkommen. 

Ich betrachte zunächst folgendes Problem.^) In einem 



*) Unter allerdings anderen Anfangsbedingungen wurde dieses Problem 
auch von Herrn v. Helmholtz, Ges. Abb. Bd. I, S. 585 bebandelt 
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isotropen nnendlichen Leiter, in dem nirgends äussere elektro- 
motorische Kräfte wirken, sei zu Anfang der Zeit a = ß=^y=0, 
und P, Q, R seien die partiellen Ableitungen einer Funktion 
der Entfernung r des Aufpunktes vom Coordinatenursprung 
fO(r)dr. L und B seien ebenfalls Funktionen von r. Da 
dann alles um den Coordinatenursprung herum symmetrisch 
ist, müssen P, Q, E auch zu allen Zeiten die partiellen Ab- 
leitungen einer Funktion (p von r und t bleiben, und es wird: 

p X dg> ^ y d<p p x dq> 

r dr ^ ^ r dr ^ r dr 

Die Gleichungen D liefern dann zu allen Zeiten a = ^=s/ = 0, 
und daher liefert die Gleichung C: 

(p{r)=J(t>{r)e''~^~dr, 



*«; — 



47r 



dr \ dr) r dr\ inr' dr \ dr/ 






47ir* dr 

Die radiale Geschwindigkeit der neutralen Elektricität ist: 

dq) 



101) () = - z 



dr 



Durch die Kugel vom Radius r geht in der Zeit dt die Elek- 
tricitätsmenge 

dr 

Der Gehalt an wahrer Elektricität zwischen den Kugeln von 
den Badien r und r + dr nimmt also während der Zeit dt um 

4ndrdt4-ij^r^^]=4ndrdt-^(Lr^(I>e^~^'] 
dr \ dr) dr \ ) 

zu, was in der That gleich 

dt-^- {4i7ir^dre,(,) 

ist. Die Dichte der freien Elektricität ist, wenn wir sogleich 
b = 1 setzen: 

g _ _ _L (^^ , Id^] 1 ±.(r^l^] 

^ 4:71 \rfr* r dr) 4nr^ dr \ dr] 

/ 4jrL 

47rr* dr \ 
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Die Dichte der durch dielektrische Polarisation ausgeschiede- 
nen Elektricität ist: 

An Discontinaitätsflächeii kann sich ElektricMt von der 
Flächendichte 





ansammehi, auch wenn ursprünglich die Flächendichte der 
wahren oder freien Elektricität Null war, also D^ (p^ = jDj <J>i 
oder (pQ = 0j ist. Diese Elektricität verschwindet natürlich 
mit der Zeit wiederum. Nur wenn (I)^ = ^^ == ist, war auf 
der Eugelfläche ursprünglich keine Elektricität, und ist innen 
gleich viel positive und negative. Daher hat man auf der Kugel- 
fläche nie Elektricität. Denn innerhalb der Kugel war zu An- 
fang die wahre Elektricitätsmenge — r^ J)q 0^ , die freie 
— r^ 0Q. Natürlich ist stets 

dE 

= ?o-Pi- 



dt 

Der für €p gefundene Werth zeigt, dass die dielektrische 
Polarisation so gedacht werden kann, dass die Kugelschale 
vom Radius r und der Dicke dr innen mit der positiven, 
aussen mit der negativen Elektricitätsmenge 

dq) 



bedeckt ist. Dadurch, dass auch die umschliessende Kugel- 
schale analog bedeckt ist, wird auf der Aussenfläche der erst- 
genannten Kugelschale die Elektricitätsmenge 

dm j 
-3 — dr 
dr 

frei, welche man als die Gesammtmenge der durch die elek- 
trische Polarisation ausgeschiedene Elektricität im Innern 
dieser ganzen Kugelschale bezeichnen kann. Dividirt man sie 
durch das Volumen der Schale i^nr^dr, so erhält man in 



§ 29. lieber die Wanderung wahrer Elektricität 



143 



der That den obigen Werth von Sp, Das dielektrische Moment 
der Volumeinheit ist: 



Es ist in der That: 



mdr 



4n r^ dr 



D-1 dq> 
4n dr * 



^ 47r' IX.« 4n dr 

Ebenso ist g> in der That das elektrostatische Potential aller 
freien Elektricität, nämlich: 



4!7r 



00 



J yp^^p+j VP^P 



*-o 



= 4:71 



00 



^Jefr^dr +JBfrd 







Die Anwendung der partiellen Integration auf das letzte In- 
tegrale reducirt den ganzen Ausdruck auf 



/ 



0e D dr = (p , 



Vorausgesetzt ist dabei, dass die Gesammtmenge der freien 
Elektricität nicht unendlich ist, dass also für grosse r der 
veränderliche Theil von tp mindestens wie a/r abnimmt, weil 
sonst das Potential unendlich oder unbestimmt wird. q>{oo) 
ist eine willkürliche additive Constante. 

Wo sich keine freie Elektricität befindet, ist 



dr 



( 



dr 



Sind dort Z und D constant, so ist dort auch keine wahre 
Elektricität und es sammelt sich auch weder wahre noch freie 
Elektricität an. Es ist dann dort 



= 



a 



Ist D constant, aber L Funktion von r, so bildet sich dort 
zuerst freie und wahre Elektricität, deren Quanta sich immer 
wie 1:D verhalten, und die dann wieder verschwinden. Ist 
auch D Punktion von r, so bleibt dieses constante Verhält- 
niss nicht erhalten; doch steht stets die gesammte freie Elek- 



«- 
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tricität zur gesammten wahren innerhalb der Kugel in diesem 
Verhältnisse. Ist L constant und B Funktion von r und in 
einem Momente 6/- = , so ist in diesem Momente 

"" =0, 



dt 
nicht aber verschwindet die Grösse 

dt 47ir* dr\ I) j 

Es kommt daher erst freie, dann auch wahre Elektricität hin, 
die aber wieder verschwinden. Nur wenn dort = ist, ist 
ursprünglich weder wahre noch freie Elektricität dort imd es 
kommt auch nie welche hin, weil innerhalb immer gleich viel 
positive als negative ist. Der Ausgleich dieser positiven und 
negativen Elektricität innerhalb ist dann, wie man sieht, ganz 
ohne Einfluss auf die Vorgänge ausserhalb. 

Nach der mechanischen Hypothese der ersten Vorlesung 
sind alle diese Vorstellungen nur Bilder für die einfache That- 
sache, dass überall Wirbel rotiren. Die ßotationsgeschwindig- 
keit ist in der Entfernung r vom Coordinatenursprung zu An- 
fang der Zeit 0(r), die Kotationsaxe hat die Richtung der 
Geraden r. Da überall P, Q, R die Ableitung einer Funktion 
nach den Coordinaten sind, so ist die potentielle Energie 
F gleich Null nach Gleichung B. Es werden daher nirgends 
Kräfte auftreten, welche die Geschwindigkeit der Wirbel zu 
verändern streben, mit Ausnahme der dämpfenden oder Kei- 
bungskräfte XP, -£§, LR, Es ist daher: 

-f ^f + iP^O. 

471 a t 

Alle Kotationsgeschwindigkeiten nehmen also gleichmässig pro- 
portional 



_ e ^ 

ab. Ist für r>Ä 

= — 



und L und B constant, so ist alle freie und wahre Elektricität 
auf den Raum r < R beschränkt. Ist a von Null verschieden, 
so strömt in der Zeit dt die Elektricitätsmenge 

^7tL 



t 



— Lae ^ dt 
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ins Unendliche ab. Ist dagegen a = 0, so verschwindet die 
Summe aller -wahren Elektricität im Baume zwischen r = 
und r = R, Diese gleicht sich also unter einander aus, ohne 
die äussere Umgebung zu beeinflussen. Ist z. B. = b von 
r = bis r = Ä, tf> = für r > jR, und D und Z im ganzen 
Baume constant, so ist die Volumdichte der wahren Elektri- 
cität für 0<r<R 

Db 

daher ist die ganze in diesem Baume befindliche wahre Elek- 
tricität — i> Ä R^, Auf der Schale vom Badius R aber ist mit 
der Flächendichte LbjAn genau die gleiche positive Elektricitäts- 
menge aufgehäuft. Hätte <J> für < r < i2 den gleichen Werth, 
dagegen für grössere r den Werth bR^jr^, so würde die posi- 
tive Umhüllung fehlen, und alle Elektricität ins Unendliche 
abfliessen. Die gleichmässige Dichte 

47t 

der wahren Elektricität in der Kugel vom Badius R würde 
man erhalten, wenn 

3 

für < r < -S wäre. Wäre dann für r > R, <J> = 0, so wäre 
wieder auf der Oberfläche der Kugel die gleiche und entgegen- 
gesetzt bezeichnete Elektricität wie in deren Innerem angehäuft. 
Wäre dagegen: 

SO würde diese Umhüllung fehlen. Es wäre dann zu Anfang 
der Zeit, wenn die Constante so bestimmt wird, dass cp im 
Unendlichen verschwindet, ausserhalb der Kugel 

und im Innern der Kugel, da an deren Oberfläche <p selbst 
keinen Sprung machen darf, 

"P^-ß 2-' 

und es ist in der That (p das durch D dividirte Potential aller 
wahren Elektricität, oder das Potential der freien Elektricität. 

Boltzmann, Vorlesangen, IL 10 
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Wäre der leitende Körper eine endliche Kugel vom Radius Ä 
und umgeben von einem Dielektricum, in welchem die ent- 
sprechenden Gfrössen mit dem Index 1 versehen werden sollen, 
so würden sich nach der mechanischen Vorstellung der ersten 
Vorlesung alle Vorgänge im Leiter genau wie früher abspielen. 
Die gesammte in demselben zur Zeit t enthaltene wahre Elek- 
tricität wäre, wenn man L und B wieder als constant voraus- 
setzt, 

Die auf der Grenzfläche zwischen Leiter und Dielektricum an- 
gesammelte Elektricität aber wäre, dader Werth 0^ des dcp I dr 
im Dielektricum constant ist, 

Die Summe beider ist selbstverständlich constant. Sie wäre 
gleich Null, wenn 0^ (Ä) = ist. Wäre speciell im Dielektri- 
cum nirgends wahre Elektricität, so müsste 



a 

sein. Die Constante a müsste den Werth 



A 
haben, wenn anfangs auf der Oberfläche der Kugel keine Elek- 
tricität wäre. Für a = dagegen wäre die Summe des Elek- 
tricitätsmenge im Linern und an der Oberfläche der leitenden 
Kugel gleich Null. Die Exponentielle 

ist also in gewisser Hinsicht das Maass der praktisch immer 
enormen Geschwindigkeit, mit welcher sich eine ursprünglich 
im Linem eines Leiters angehäufte Elektricität an dessen 
Oberfläche begiebt. 

Einige allgemeinere Bemerkungen mögen noch Platz finden. 

1. Betrachten wir einen homogenen Leiter, wo L und M 
constant sind, D aber verschwindet und keine äusseren elektro- 
motorischen Kräfte wirken. Für diesen folgt zunächst aus den 
drei Gleichungen C: 

dx dy d% ' 
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fener aus der ersten der Gleichungen C unter Zuziehung 
von D: 

4nLM dP _ Ap 

r dt - ^^' 

ebenso für Q und E, Die elektrischen Kräfte pflanzen sich 
daher genau so fort, wie nach Fourier's Theorie die geleitete 
Wärme, was bekanntlich schon Maxwell wiederholt aussprach. 

2. Wir denken uns wieder einen homogenen, von äusseren 
elektromotorischen Kräften freien Leiter @, wo X, Jlf und D 
constant sind, letztere Grösse aber nicht verschwindet. So- 
wohl im Innern des Leiters ®, als auch an dessen Oberfläche 
kann zu Anfang beliebige freie und wahre Elektricität sitzen. 
Die etwa mit Elektricität geladenen Oberflächenelemente aber 
woUen wir wie immer als Volumelemente von endlicher, wenn 
auch sehr geringer Dicke betrachten. Ein Volumelement des 
Leiters @ mit Einschluss seiner Oberflächenelemente soll mit 
dr^ bezeichnet werden. 

Wir construiren ganz innerhalb des Leiters eine ge- 
schlossene Fläche F^ deren Oberflächenelemente wir mit doi 
bezeichnen. Den davon umschlossenen Baum nennen wir J 
und bezeichnen seine Volumelemente mit dxi» In jedem der- 
selben kann wahre Elektricität von der Dichte e«, sitzen. Die 
Summe der wahren Elektricität im Baume J ist daher: 

Si = f ^dxi. 
Andererseits ist: 

wie aus den Gleichungen C folgt; daher hat man: 

dSi rda„ AkL r 
-dr^j-dT^''' ^j e^dn. 

J J 

Dies muss aber nothwendig gleich der negativ genommenen 
und durch dt dividirten Menge der wahren Elektricität sein, 
welche während der Zeit dt durch die gesammte Fläche F 
austritt. Durch jedes Element do derselben tritt nach der 
Formel 20 während der Zeit dt die Elektricitätsmenge: 



Zdoi dt—f^ 
dn 



10' 



> 
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aus, wobei die Normale n in das Innere des Eaumes /hinein- 
zuziehen ist. Wir erhalten somit: 



J^dr,= -^jdo,^. 



J F 

Femer ist nach Formel 36: 



Man findet somit: 

F © J 

Es ist dies ein bekannter, zuerst von Gauss aufgestellter und 
zum Beweise des Poisson' sehen Theorems benutzter Satz der 
Potentialtheorie. ^) 

§. 80. Mechanismus des unendlichen geradlinigen 
elektrischen Stromes. Energieumsatz an den Stellen 
der Wirksamkeit äusserer elektromotorischer Kräfte. 

Es sei noch des einfachen Beispiels gedacht, das ich in 
den Sitzungsberichten der bayerischen Akademie, Bd. 22, 1892, 
berechnete, wo übrigens sowohl die Theorie als auch die Rech- 
nung nicht frei von Fehlem ist. In einem sehr langen cylin- 
drischen Drahte Yom Radius (>, dessen Axe die Abscissenaxe 
ist, fliesse dieser paraUel ein stationärer elektrischer Strom. 
Dann ist im Innern des Drahtes P constant. Wir wollen P, 
gleich a/D setzen, so dass P^ "= ^ ist. Der Index s drückt 
elektrostatisches, der Index m magnetisches Maass aus. Q und 
B verschwinden im Innern des Drahtes. Man erfüllt daher alle 
Gleichungen, wenn man ausserdem setzt: 

2 71 L^ax 2nL^ay 
^ = ^y ß=^ ^pi = 2nL^az, y^ ^^ 

= — 2 TT -Z/to o, y . 

Die Stromdichte im elektrostatischen Maasse gemessen 
ist aZgjii, also in magnetischem ai«. Wir wenden im 

^) Vgl. Riemann, Schwere, Elektricität und Magnetismus, 2 Ausg. 
S. 41; Poincar6, Electricit^ et Optique, L TL, S. 7. 
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Folgenden immer magnetisches Maass an und lassen den 
Index m weg. Der Draht soll von einem coaxialen, zur Erde 
abgeleiteten Metallhohlcylinder vom Badius a umgeben sein. 
Zwischen beiden soll sich Luft befinden, in welcher i = 0, 
i> = b = 1 ist, und für welche alle übrigen Grössen den 
Index l bekommen. Dann ist im Innern des Drahtes: 

qp = — f Pdx = — ax. 

Die magnetische Kraft auf einen Magnetpol von der Stärke 
Eins ist an einer beliebigen Stelle im Innern des Drahtes: 

r ist die Entfernung der betreffenden Stelle von der Axe des 
Drahtes, i die totale Intensität des Stromes, welcher den 
coaxialen Cylinder vom Kadius r durchfliesst. 

An der Oberfläche des Drahtes müssen, da die magne- 
tische Kraft tangential zum Querschnitt ist, ihre Componenten 
a, ßj Y zu beiden Seiten der Oberfläche gemäss der Gleichungen a 
denselben Werth haben, was wir in folgender Form schreiben 
wollen: a = c^j, ß = ßi, y = yi für r = p. Ebenso erhält man 
P = Fl für r = (). Wegen der vollkommenen Symmetrie um 
die Axe muss jedenfalls: 

y » 
sein. Der Werth dieser Grössen aber hängt von der freien 
Elektricität ab, die sich auf der Drahtoberfläche ansammelt. 
Da die Bewegung aphot ist, müssen ferner P, Q, E die 
partiellen Ableitungen einer Funktion — y {x, r) nach den Co- 
ordinaten sein. Für r = (> muss: 

dcp 

für r = (X aber y = sein. Da wir annehmen, dass in der 
Luft ursprünglich nirgends wahre Elektricität vorhanden war, 
so muss überall J(p = sein. Daraus folgt: 

9>i=-^^ U^lg +h{lG--lr), P,= a-^-—^j, 
n — qa;y bji_ r> __ _ (^^^ , _*^ 



cci^O, ßi = ^ , y=- 



2naq^ Ly 
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Die ebenÜEdls magnetisch gemessene Dichte der wahren Elek- 
tricität auf der Oberfläche des Drahtes ist mit der freien 
Elektricität identisch und hat (vgl. 15h), da Q und E im 
Innern des Drahtes verschwinden, den Werth: 

]S= ^ + ^ 



Die zwischen den Wirbebi liegenden Friktionsröllchen sind, 
wie die für «, /9, / gefundenen Werthe zeigen, tangential in 
dem Sinne verschoben, in dem man von der positiven z-Richtung 
auf kürzestem Wege zur positiven y- Richtung gelangt, und 
zwar um Strecken, die der Entfernung von dessen Axe im 
Innern des Drahtes direkt, ausserhalb desselben verkehrt pro- 
portional sind. Sie werden daher mit einer der Verschiebungs- 
richtung genau entgegengesetzt gerichteten Kraft gegen ihre 
Ruhelage gezogen und üben auf die Wirbel eine gleichgerichtete 
Kraft aus, die also ebenfalls zu diesen und zum Cylinder tan- 
gential gerichtet ist und im Drahte an der von der Drahtaxe 
am meisten entfernten Stelle des Wirbels den grössten Werth 
hat. Die Gesammtkraft also, welche alle Friktionsröllchen 
auf einen Wirbel ausüben, sucht diesen in dem Sinne, in dem 
man von der positiven y-Axe auf kürzestem Wege zur positiven 
2r-Axe gelangt, zu drehen und deckt den durch die Reibungs- 
kräfte {JjP, ZQ, LRy Joule'sche Wärme) verursachten Ge- 
schwindigkeitsverlust. 

Dieser Spannungszustand muss natürlich durch äussere 
elektromotorische Ejräfte erhalten werden, die wir uns an 
Stellen denken, wo x sehr grosse positive oder negative Werthe 
hat. Ausserhalb des Drahtes dagegen ist: 

dß _ dr 
dx dy 

Die Rotation der Wirbel wird also dort durch die Friktions- 
röllchen nicht beeinflusst. 

Wie würde sich nun die Sache ändern, wenn die äusseren 
elektromotorischen Kräfte nicht in unendliche Entfernung ge- 
rückt wären, sondern wenn z. B. in der Schicht zwischen 
o: = — c und x :=^ + Cj die wir kurz die kritische Schicht 
nennen wollen, Z=^=0 wäre, X aber einen constanten 
von Null verschiedenen Werth hätte, der natürlich sehr gross 
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sein müsste, wenn c sehr klein wäre? Dann würden zeitliche 
Veränderungen in der Dichte der wahren und freien Elek- 
tricität, daher Schwankungen in der Rotationsgeschwindigkeit 
der Wirbel, resp. elektrische Schwingungen auftreten, bis der 
elektrische Strom im ganzen Drahte gleich stark und parallel 
der Axe geworden wäre, also P + Z für die kritische Schicht 
denselben Werth hätte, wie P ausserhalb derselben, was wir 
in der Form P^ + X=^ P^ schreiben wollen. Es müsste daher 
P in der kritischen Schicht entgegengesetzt, ausserhalb aber 
gleichbezeichnet mit X sein. Vermöge der dazwischen befind- 
lichen PriktionsröUchen müsste sich P in die Luft hinein con- 
tinuirlich fortsetzen, und es müsste daher auch in der Lufb 
nahe an der Drahtoberfläche in der kritischen Schicht dem X 
entgegengesetzt, ausserhalb derselben aber gleichbezeichnet 
mit X sein. In grösserer Entfernung fände durch die dort 
auftretenden Werthe von Q und R die continuirliche Ver- 
mittelung statt. 

Es entspricht dies genau dem Verlaufe der elektrischen 
Ejräfte, welche nach der alten Theorie durch die auf der Draht- 
oberfläche angehäufte freie Elektricität erzeugt werden. Da 
überall P, Q, R die Ableitungen einer Funktion nach den Co- 
ordinatenaxen sind, so sind a, ß, y nicht Funktionen der Zeit 
und daher, wie aus den Gleichungen C und D ersichtlich ist, 
nur von dem Werthe abhängig, welchen die Grössen P + X, 
Q + Y, R + Z innerhalb des Drahtes haben, da ausserhalb 
desselben: 

Z — ^^ — <^g _ dB _ Q 

dt dt dt 

ist. P+ Zhat aber innerhalb des Drahtes überall denselben Werth 
wie früher, als die elektromotorischen Kräfte in unendlicher 
Entfernung waren. Ebenso Q, R^ Y und Z^ welche sämmtlich 
verschwinden. Die magnetischen Kräfte a, ß, y sind also nicht 
von dem Orte der elektromotorischen Kräfte abhängig, sie 
wirken ebenso wie früher auf die Wirbel in der Luft gar 
nicht, auf alle Wirbel im Drahte aber gleichmässig be- 
schleunigend in dem Sinne, in welchem man von der posi- 
tiven y-Axe auf kürzestem Wege in die positive 2: -Axe ge- 
langt. Dadurch werden wieder ausserhalb der kritischen Schicht 
die Wirbel trotz der Reibungskräfte in gleichförmiger Eo- 
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tation erhalten. Innerhalb der kritischen Schicht aber, wo 
sie ja entgegengesetzt rotiren, werden sie in ihrer Dotation 
aufgehalten. 

Nach unserer mechanischen Vorstellung verhält sich also 
die Elektricität keineswegs wie eine Flüssigkeit, die durch 
ihren eigenen Druck im Drahte fortgetrieben wird, womit ja 
besonders die Ansammlung auf Flächen bis zur unendlichen 
Dichte unvereinbar ist. Sie verhält sich ja auch nach der 
alten Theorie nicht so, da sie nach letzterer nicht durch ihre 
inneren Druckkräfte, sondern durch die Femwirkung der freien 
Elektricität auf der Oberfläche des Drahtes getrieben wird. 
Nach unserer mechanischen Vorstellung dagegen wird die trei- 
bende Kraft sogar ausschliefslich durch das umgebende Dielek- 
tricum vermittelt. Die elektromotorischen Kräfte versetzen 
zunächst nur die Wirbel im Innern desjenigen Theiles des 
Drahtes, der innerhalb der kritischen Schicht liegt, in Ro- 
tation. Durch Vermittelung der FriktionsröUchen werden so- 
dann die Wirbel in der Luft an den dem Drahte benach- 
barten Stellen, dann auch die in der übrigen Luftmasse 
in Bewegung gesetzt. Diese erst greifen durch die Friktions- 
röllchen in diejenigen Wirbel ein, welche sich im Innern 
des Drahtes ausserhalb der kritischen Schicht befinden und 
versetzen sie in Rotation, treiben daher den elektrischen 
Strom. Vermöge des Ineinandergreifens des ganzen Mecha- 
nismus kann der Zustand nur stationär werden, wenn die 
negative Rotationsgeschwindigkeit P^ innerhalb der kritischen 
Schicht zu der positiven P„ ausserhalb derselben in einem ganz 
bestimmten Verhältnisse steht, das vom Verhältnisse der Wider- 
stände Wn ausserhalb und tr^ innerhalb der kritischen Schicht 
abhängt. Ist t£?„ gross gegen w^, so ist P^ klein, daher — P^ 
wenig kleiner als X; ist dagegen ir„ klein gegen m?^, so ist P„ 
wenig kleiner als X, und P^ verschwindet fast. Natürlich gilt 
ganz analoges auch, wenn der Draht nicht geradlinig und un- 
endlich, sondern irgendwie in sich zurücklaufend ist. 

Wäre im ganzen Drahte Xconstant, 7=^=0 (was für einen 
krummen Draht dem Falle entsprechen würde, dass überall die in 
der Drahtrichtung wirkende äussere elektromotorische Kraft con- 
stant ist), so wäre überall im Innern des Drahtes P=Q=JS=0 
und die gesammte Stromdichte wäre überall LX. Es würden 
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daher auch in der Luft nirgends Wirbel und daher auch weder 
freie noch wahre Elektricität auftreten, a, ß, y dagegen hätten 
genau dieselben Werthe wie früher. Die Friktionsröllchen 
hätten also dieselben Verschiebungen gegen ihre Ruhelage. 
Dies würde in der Luft wie früher nirgends Wirbel erzeugen, 
im Leiter aber den äusseren elektromotorischen Kräften ent- 
gegenwirkend die Wirbelbewegung, welche sonst von diesen 
erzeugt würde, aufheben. 

Ich komme hier noch auf einen wichtigen Punkt zu 
sprechen, der bisher unerörtert blieb. Wenn wir die einfachen 
Gleichungen 8 und 9 acceptiren würden, so müsste in dem 
zuletzt betrachteten Falle keine Joule' sehe Wärme entwickelt 
werden, und es würden die äusseren elektromotorischen Kräfte 
auch keine Arbeit leisten. Es würde daher ein elektrischer 
Strom mit magnetischer Wirkung ohne Arbeitsleistung und 
Wärmeentwickelung bestehen können. Ob dieser Fall nicht 
vielleicht bei den Molekularströmen, die nach Ampere's Hy- 
pothese den Magnetismus erklären, realisirt ist, lasse ich dahin- 
gestellt. Es müssten dann, wenn der Draht durchschnitten wird, 
und die entstehende elektrostatische Ladung den Strom zum 
Stillstand gebracht hat, die äusseren elektromotorischen Kräfte 
arbeiten und Joule' sehe Wärme erzeugen, was freilich, wenn 
diese äusseren elektromotorischen Kräfte selbst in Molekular- 
energie (Wärme) ihren Ursprung hätten, nicht weiter bemerkt 
werden könnte, da ja nur Molekularenergie wieder in Mole- 
kularenergie umgesetzt würde. 

Bei den Hydroketten entstehen die äusseren elektromoto- 
Kräfte jedenfalls durch chemische Bewegungen der Atome, 
welche, wenn die Kette offen ist, wenigstens in gewissen 
Grrenzf allen vollkommen zum Stillstand gelangen, sobald der 
elektrische Strom durch die statischen Ladungen zum Ver- 
schwinden gebracht worden ist. Dann muss in Abwesenheit 
eines elektrischen Stromes, also für 

auch W=^0 sein. Dies erreichen wir am einfachsten, wenn 
wir in den Gleichungen E und F setzen: 

so dass diese Gleichungen übergehen in: 
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r^L[X[P + X)+Y{q+ Y) + Z{R + Z)l 
welche Gleichungen in der That gewöhnlich für die entwickelte 
Wärme und aufgenommene Arbeit aufgestellt werden. 

Es würde daraus folgen, dass, wenn die Batterie durch 
einen sehr grossen Widerstand geschlossen wäre, so dass 
P + XfQ+Y, B + Z sehr klein wären , die in der Batterie 
entwickelte Wärme klein von der Ordnung (P + X)^ wäre, also 
nahezu die gesammte chemische Energie der Batterie im 
Schliessungskreise, als Wärme oder sichtbare Arbeit zum Vor- 
schein käme (Thomson's Gesetz). 

Es hindert uns jedoch nichts, zu A noch ein Glied von 

der Form 

Ä[X{P+X) +T{Q+Y) + Z[R + Z)-] 

hinzuzufügen, in welchem Falle dann in der Kette selbst eine 
Wärme entwickelt würde, die von derselben Grössenordnung 
ist, wie die an dem Schliessungskreis abgegebene Energie. £s 
würden dann die bekanntlich auch experimentell gefundenen 
Abweichungen vom Thomson' sehen Gesetze platzgreifen. 

Hört jedoch der Energieumsatz mit erlöschendem Strome 
nicht auf (Thermoketten, Diffusions-, Diaphragmenströme), so 
hindert ims nichts, dem A auch ein Glied von der Form 

j8(X2+ Y^ + Z% 
oder von einer noch complicirteren beizufügen. B ist wie früher 
Ä eine ganz beliebige Constante. Der Umsatz von Arbeit in 
Wärme oder von Wärme an einer Stelle in solche an einer 
anderen Stelle, welcher noch übrig bleibt, wenn die Kette 
offen ist, gilt dann freilich, da kein sichtbarer Strom, sondern 
bloss elektrostatische Ladungen an der Oberfläche vorhanden 
sind, nicht als elektrischer Vorgang; doch kann bei unserer 
Unbekanntschaft mit dem Wesen der Elektricität schwerlich 
entschieden werden, ob dabei nicht auch die Elektricität in 
Mitleidenschaft gezogen wird. 

Der Energiebetrag, welcher von der Batterie während der 
Zeit dt auf ein beliebiges Volumelement dr der übrigen Lei- 
tung, wo keine äusseren elektromotorischen Kräfte thätig sind, 
übertragen wird, bleibt hiervon natürlich unberührt. Er be- 
sitzt vollkommen unabhängig von dem Werthe des A den Werth 
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